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BBÖÖLLÜÜMM  11  SSAAYYIISSAALL  DDİİZZGGEELLEERR

1.1 Say�sal Dizgelerin (sistem) Temel Kavramlar�

Bilgi saklan�r, iletilir veya işlenirken çeşitli fiziksel yap�larda görülür: harfler (yazaçlar),
say�lar, elektriksel büyüklükler, �ş�k, duman, kimyasal yap�lar gibi. Biz elektriksel
yap�da (ak�m, gerilim) olan işaretlerle ilgileneceğiz. Bu işaretlerin zamana göre
değişimi üç farkl� biçimde görülebilir.

a. Sürekli işaretler: R reel say�lar kümesi olmak üzere f:R→ R ye tan�mlanan
fonksiyonlard�r. Her bir t an�na belli bir reel say� karş� düşer (Şekil.1.1.a).

b. Ayr�k zamanl� (discrete) işaretler: N doğal say�lar kümesi olmak üzere f:N→ R ye
tan�mlanan fonksiyonlard�r. Yaln�zca belli t ler için fonksiyon tan�mlanm�şt�r. Say�sal
süzgeçlerdeki örneklenmiş işaret, ayr�k zamanl� işarete bir örnektir. (Şekil.1.1b)

f(t) f(t) f(t)

t t t

a)Sürekli işaret b)Ayr�k zamanl� işaret c)Say�s�al işaret

Şekil 1.1 Farkl� biçimlerde görülen işaretler

c. Say�sal (digital) işaretler: S, N nin sonlu bir alt kümesi olmak koşuluyla f:N→ S ye
tan�mlanan fonksiyonlard�r. Bu fonksiyonlar�n ayr�k olan fonksiyonlardan fark�, değer
kümesinin, R reel say�lar kümesi yerine, N doğal say�lar kümesinin sonlu bir alt kümesi
olmas�d�r (Şekil.1.1.c). S kümesindeki eleman say�s� (m), kullan�lan mant�ğ� belirler, m-
li mant�k gibi. Say�sal dizgelerde  S=(0,1)  ikili mant�ğ� yayg�n bir biçimde
kullan�lmaktad�r. Yar�iletken elemanlar�n güvenilir çal�şmas� olan iletimde ve kesimde
çal�şma 0,1 simgelerine karş� düşürülür. Bu dersin kapsam� içinde yaln�zca ikili
mant�kla ilgileneceğiz.

Günlük yaşant�m�zda bilgi al�ş verişini (saklama, iletme ve işleme) harfler (yazaçlar),
noktalama işaretleri, rakamlar gibi simgeler arac�l�ğ�yla yapmaktay�z. Bu farkl�
simgelerden oluşan kümeye abece (alfabe), abecenin her bir eleman�na da sayamak
(digit) diyeceğiz. Al�ş�lagelen abecenin, say�sal dizgeye ilişkin say�sal işaretin değer
kümesi olan, S=( 0,1) abecesine dönüştürülmesine kodlama (düğümleme) denir.

Bilişim kuram�nda bilgi birimi ikili (bit) dir. Bir soruya ilişkin sorana göre ayn� olas�l�kl�
iki yan�ta, bir bitlik bilgi taş�yor denir. Örneğin (evet, hay�r); (var, yok); (1,0) abeceleri
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birer bitlik bilgi taş�rlar. Buna göre m sayamakl� bir abecenin her bir sayamağ� (log2m)
bitlik bilgi taş�r. Bir başka deyişle m sayamakl� abecenin her bir sayamağ�na, (0,1) li
simgeler karş� düşürürsek (kodlarsak), k≥log2m bağ�nt�s�n� sağlayan en küçük tam
say� olan k tane (0,1) simgesine gereksinim vard�r. Örneğin m=4 sayamakl� (A,.B,C,D)
abecesinin her bir eleman� log

2
4=2 bitlik bilgi taş�r, yani A=00 B=01 C=10 D=11

biçiminde kodlanabilir ve her bir sayamağa (0,1) li iki tane simge karş� düşürülmüş olur.
Bu da bit say�s�na eşittir. Yani bu abece 2 bitlik bilgi taş�r.

Pratikte kullan�lan, harfler, rakamlar ve noktalama işaretlerinden oluşan al�şt�ğ�m�z
abeceyi, ikili abaceye dönüştüren en yayg�n alphanumeric (abece ve say�lar) kod,
ASCII (American Standard Code for Information Interchange) kodudur. Al�şt�ğ�m�z
abecedeki her bir sayamak 7 bitle temsil edilebilir. Aşağ�daki Tablo 1.1 de bu kod
verilmiştir. Örneğin A ve a için kodlar

b7b6b5b4b3b2b1

A         1 0  0  0 0 0 1
a         1 1  0  0 0 0 1 d�r.

Tablo 1.1 ASCII kodu

b7
b6

b5

0
  0
    0

0
  0
    1

0
  1
    0

0
  1
    1

1
  0
    0

1
  0
    1

1
  1
    0

1
  1
    1

b4 b3 b2 b1
0 0 0 0 0 NUL DLE SP 0 @ P , p
0 0 0 1 1 SOH DC1 ! 1 A Q a q
0 0 1 0 2 STX DC2 " 2 B R b r
0 0 1 1 3 ETX DC3 # 3 C S c s
0 1 0 0 4 EOT DC4 $ 4 D T d t
0 1 0 1 5 ENQ NAK % 5 E U e u
0 1 1 0 6 ACK SYN & 6 F V f v
0 1 1 1 7 BEL ETB , 7 G W g w
1 0 0 0 8 BS CAN ( 8 H X h x
1 0 0 1 9 HT EM ) 9 I Y � y
1 0 1 0 A LF SUB . : J Z j z
1 0 1 1 B VT ESC + ; K [ k {
1 1 0 0 C FF FS , < L \ l |
1 1 0 1 D CR GS - = M ] m }
1 1 1 0 E SO RS . > N ^ n ~
1 1 1 1 F SI US / ? O ş o DEL

ASCII koduna alternatif olarak kullan�lan EBCDIC (Extended Binary Coded Decimal
Interchange Code) kodu vard�r, genellikle IBM bilgisayarlarda kullan�l�r.

Yaln�zca nümerik olan kodlar da vard�r. 10 lu abecedeki sayamaklar�n ikili abecedeki
karş�l�klar�n� veren kodlar, genellikle BCD (Binary Coded Decimal) olarak an�l�rlar. log2

10 = 3 ile 4 aras�nda bir say� olduğundan, bu kodlamada 4 bit'e gereksinim vard�r. Bu
durumda 10 kod kullan�lacak diğer 6 kod ise at�l kalacakt�r. Aşağ�daki Tablo 1.2 de
BCD kodlar verilmiştir. Koyu bölmedeki rakamlar konumlar�n ağ�rl�klar�n�
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göstermektedir. Örneğin 7421 kodunda 8 rakam� 1.7+0.4+0.2+1.1 olarak bulunur. Son
sütunda ki kodlama 8421 koduna 3 eklenerek bulunur. 1. sütundaki kod yayg�n bir
biçimde kullan�l�r ve BCD kod dendiği zaman bu kod anlaş�l�r.

Tablo 1.2 Değişik BCD kodlar Tablo 1.2 Gray kodu

Onlu
ayamak

8421
odu

5421
odu

7421
odu

Excess
 kodu

8421 5421 7421 8421
0 0000 0000 0000 0011 0 000
1 0001 0001 0001 0100 1  001
2 0010 0010 0010 0101 2 011
3 0011 0011 0011 0110  3  010
4 0100 0100 0100 0111  4  110
5 0101 0101 0101 1000  5 111
6 0110 0110 0110 1001  6 101
7 0111 0111 1000 1010  7 100
8 1000 1011 1001 1011
9 1001 1100 1010 1100

Gray kodu bir başka s�kça kullan�lan koddur. Bu koda dönüştürülecek abecedeki
s�ral� elemanlar�n  ikili kodlanmas�nda komşu s�ralardaki kodlarda yaln�zca bir bitte
değişiklik vard�r. Örneğin yukar�da Tablo 1.3 te verilen 3 bitli Gray kodunda 3 ve 4 gibi
komşu elemanlara verilen kodlarda, (010, 110) yaln�zca en soldaki bit değişmiş
diğerleri değişmemiştir.
Şimdiye kadar, Şekil 1.2 de canland�r�ld�ğ� gibi, say�sal dizgenin girişine gelen (0,1)

abeceli say�sal işaretin, al�ş�lagelen abece'den  kodlama ile nas�l üretildiğini gördük.
Şimdide say�sal dizgenin iç yap�s�n�, alt dizgelerini görelim. Say�sal dizge bilginin
iletimine yarayan iletim elemanlar�, bilginin saklanmas�na yarayan bellek elemanlar� ve
bilginin işlenmesi, yeni bilgi üretilmesine yarayan işlem elemanlar�ndan oluşur
(Şekil.1.2). Bu elemanlar aras�nda eşgüdümü sağlayan komut işaretleri, neredeki
bilginin ne kadar saklanacağ� veya ne zaman neredeki bilginin nas�l işleneceğini
belirler.
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Al�şt�ğ�m�z
abece

(0,1)
abecesi

kodlama

Bellek
elemanlar�

İşlem
elemanlar�

Iletim
elemanlar�

Say�sal
işaret

Şekil.1.2. Say�sal dizge ve iç yap�s�.

1.2 Bilginin İletilmesi

Bilginin iletilmesi iletim elemanlar�yla olur: İletken tel, elektromagnetik alan gibi.
Tellerle yap�lan iletimde kodlama sonucu elde edilen n bitlik bilginin her biti bir telle
iletilebilir, buna paralel iletim denir. Ya da bilgiye ilişkin bitler bir tel üzerinde zaman
içinde s�ral� olarak iletilebilir, buna da seri iletim denir. Paralel iletimin daha h�zl�
olacağ� aç�kt�r, bedeli tel maliyetidir. Bu nedenle uzak mesafelerdeki iletimde,
genellikle seri iletim;  k�sa mesafelerdeki iletimde ise paralel iletim seçilir.

1.3 Bilginin Saklanmas�

Bilgi, devingen (dinamik) bellek elemanlar�yla tekrarlanarak sakland�ğ� gibi, durağan
(statik) bellek elemanlar�yla da uzun süreler saklanabilir. Örneğin disketler, compact
diskler (CD) , hard diskler gibi

Devingen bellek elemanlar�, yeni bir komut gelene kadar bir bitlik bir bilgiyi
saklayan elemanlard�r. Çeşitli türleri vard�r. Şekil.1.3 de bir bellek eleman�na ilişkin
giriş ve ç�k�şlar gösterilmiştir. C komut darbelerinin giriş ucudur, bu darbeler geldiğinde
bellek eleman� D girişini kabul eder. Q ç�k�şt�r. Q', Q nun tümleyeni diye adland�r�l�r ve
Q=0 iken Q'=1, Q=1 iken Q'=0 olur. Gecikme eleman� olarak bilinen bu eleman, komut
işareti varken girişine gelen say�sal işareti ç�k�ş�na ötelenmiş olarak vermektedir.
Girişle ç�k�ş aras�ndaki ilişkiyi Q(i+1)=D(i) biçiminde

D

Q

Q

C

D

Q

Q'

C

t1 t2

Şekil.1.3 Gecikme bellek eleman� ve giriş ç�k�ş ilişkisine bir örnek.
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ifade edebiliriz. Bu da i an�ndaki girişin (i+1) an�nda ç�k�şta görülmesidir. Şekil.1.3 de
t = t1 ve t=t

2 anlar�nda, ayn� girişler için ç�k�şlar�n farkl� olduğu gözlemlenir. Ç�k�ş,

girişler cinsinden yegane olarak belirlenememektedir. Bu özellik bellek elemanl�
devrelerde görülen genel bir özelliktir. Böyle elemanlar� içeren mant�k devrelerine
ard�ş�l (sequential) devreler denir.

Şekil.1.4 te verilen gecikme elemanlar�ndan oluşmuş mant�k devresi, bilginin
depolanmas�na ilişkin bir örnek devredir. Başka elemanlar�n ç�k�şlar� olan X Y Z
uçlar�ndaki bilgi, komuta işaret geldiğinde gecikme elemanlar�n�n ç�k�şlar�nda
görülecektir. Komuta yeni bir işaret gelene kadar ç�k�ş ayn� kalacak, yani bilgi
depolanm�ş olacakt�r . Bu devreye yazmaç (register) devresi denir.

Gecikme1

Gecikme2

Gecikme3

x

y

z

t=i

Komut t=i

t> i+1

Q

Q

 Q

1

2

3

= x

= y

= z

Şekil.1.4. Bir yazmaç devresi.

1.4 Bilginin İşlenmesi

Bilginin işlenmesi işlem elemanlar�yla yap�l�r. Basit ikili işlem elemanlar� kap�lard�r
(Gate). Belli başl� işlem elemanlar� ve giriş ç�k�ş bağ�nt�lar� Şekil.1.5 de verilmiştir.

A C

A

B
C

A

B

C

A    B C
0     0     0
0     1     0
1     0     0
1     1     1

A    B C
0     0     0
0     1     1
1     0     1
1     1     1

A        C
0         1
1         0

Tümleyen Kap�s� VE- Kap�s� VEYA - Kap�s�
Şekil.1.5.Yayg�n biçimde kullan�lan işlem elemanlar�.

Tümleyen kap�s� ç�k�ş�nda girişinin z�dd�n� verir. VE (AND) kap�s�nda A girişine,
kap�y� yöneten işaret gözüyle bak�labilir. Şöyle ki A=1 iken B=C yani kap� aç�k ve A=0
iken C=0 yani kap� kapal�d�r. VEYA(OR) kap�s� da girişlerden en az biri veya ikisi
birlikte 1 olduğunda ç�k�ş 1 olur, aksi halde 0 olur. Konuşma dilinde ve / veya' ya karş�
düşer. Bu işlem elemanlar� yeni bilgi üretirler, yani ç�k�ş bilgileri giriş bilgilerinden
farkl�d�r ve ç�k�şlar girişler cinsinden yegane olarak belirlenir. Böyle elemanlardan
oluşan mant�k devrelerine kombinezonsal (combinational) devreler denir.



6

Kombinezonsal bir devre örneği olarak bir alarm devresi tasarlayal�m. Görevli birinin
kasay� açmas�nda bir zilin çalmamas�n�, yabanc� birinin ayn� kasay� açmas�nda ise zilin
çalmas�n� sağlayan basit bir anahtarl� devre Şekil.1.6 da verilmiştir.

A B

Şekil.1.6. Kombinezonsal bir alarm devresi.

A ve B anahtarlar�n�n kapal� olmas� mant�k 1'e, aç�k olmas� mant�k 0'a, zilin çalmas�
mant�k 1'e çalmamas� da mant�k 0'a karş� düşsün. A anahtar� görevlinin işe geldiğinde
açt�ğ� (0) ve gidişinde kapad�ğ� (1) bir anahtar olsun. B anahtar� da birinin kasay�
açmas�nda 1, aksi halde 0 olsun. Olas� bütün durumlar: A=0 (görevli var), B=0 (kasa
kapal�) ise Z=0 d�r. zil çalmaz; A=0 (görevli var), B=1 (kasa aç�lm�ş) ise Z=0 d�r, zil
çalmaz -görevli varken yabanc�n�n gelmeyeceğini varsayal�m- A=1 (görevli yok), B=0
(kasa kapal�) ise Z=0 d�r, zil çalmaz; A=1 (görevli yok), B=1 (kasa aç�lm�ş) ise Z=1dir,
zil çalar. Sözünü ettiğimiz bütün giriş kombinezonlar� ve ç�k�ş Şekil.1.6 da ki tabloda
verilmiştir. Görüldüğü gibi VE kap�s�n�n giriş ç�k�ş ilişkisi ile bu tablo ayn�d�r. A ve B
bilgileri zilin çal�p çalmamas�na komuta eden bilgiyi (Z), ya şekildeki devre ile veya bir
VE kap�s�yla üretirler.

1.5 Konumsal Say� Dizgeleri

On tabanl� bilinen abecenin, ilgilendiğimiz iki tabanl� (0,1) abecesine dönüştürülmesi
ve bu abecede aritmetik işlemlerin yap�l�ş�n� s�ras�yla inceleyelim. Say� dizgelerindeki
sayamaklara "rakam"da denir. Kullan�la gelen say� dizgeleri, taban (radix) denen bir
pozitif R tam say�s� ile, R sayamakl� (rakaml�) s�ral� bir abeceden oluşan konumsal say�
dizgeleridir. Örneğin onlu sistemde R=10 olup s�ral� abece R= 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9{ }

kümesidir. Her konumun (basamağ�n) R ile belirlenen bir ağ�rl�ğ�
vard�r. Simgesel olarak R tabanl� bir konumsal say� dizgesinde

N = dm.....d2 d1 d0.d-1.d-2.....dm

ile ifade edilen N say�s�n�n 10 taban�ndaki karş�l�ğ�

N|
R
=∑∑∑∑ di R i  =  dm R m +..... + d2R

2 +  d1R
1 + d0R

0 +.d-1R
-1 +.d-2R

-2 +.....dm R m   .....(1)

formülüyle belirlenir, d i ∈ R olup işlemler on taban�nda yap�l�r. Görüldüğü gibi
sayamaklar�n bulunduklar� konumlar�n tabana bağl� ağ�rl�klar� vard�r. Bu nedenle bu
dizgelere konumsal say� dizgeleri denilmektedir.

Örneğin R=10 R= 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9{ }   için 10 taban�ndaki 547 say�s�

547|10 =5 10
2
+4 10

1
+7 10

0
=547|10 dur.

Öte yandan R=2 R=(0,1) için 2 taban�ndaki 1101 say�s�

1101|
2
 = 1.2

2
+ 0 2

1
+ 1 2

0
 = 13|

10  dur.

Bir sayamağ�n bir ilerletilmesi: s�ral� abecede bir sonraki sayamakt�r. Örneğin 1 in bir
ilerletilmişi 2, 9 un bir ilerletilmişi 0 d�r.

Konumsal say� dizgelerinde pozitif tam say�lar�n yaz�lmas� yöntemi
1) ilk tam say� (0) d�r
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2) ikinci ve sonraki say�lar şöyle yaz�l�r: En küçük ağ�rl�kl� basamaktaki sayamak bir
ilerletilir. Eğer ilerletme sonucu yeni sayamak (0) oluyorsa bu basamağa (konuma) (0)
yaz�l�r ve bir soldaki basamaktaki sayamak bir ilerletilir. Böyle devam edilir. Tam
say�lar�n bu biçimde yaz�lmas� saymaya karş� düşer.

1.5.1 Taban dönüştürülmesi

Yayg�n biçimde kullan�lan tabanlar onlu, ikili , sekizli (octal) ve 16 t�l� (hexagonal)
tabanlard�r.

Herhangi bir tabandaki bir say�n�n on-taban�na dönüştürülmesi (1) formülüyle yap�l�r.
On taban�nda verilen herhangi bir say�y� R taban�ndaki say�ya dönüştürmek için
tutulan yol ise; verilen say�y� R ye (on-taban�nda) bölüp kalan� tutmak, ç�kan bölümü
tekrar R ye bölmek kalan� tutmak ve bu işleme bölüm s�f�r oluncaya kadar (Ni+1 =0)
devam etmektir. Kalanlar geriye doğru ard arda yaz�ld�ğ�nda, R taban�ndaki say� elde
edilir. Çünkü yukar�daki (1) ifadesindeki di ler burada kalanlara karş� düşmektedir.

Tan�t:
N 10 : 10 taban�ndaki say�;  R: istenen taban (bölen);  N i :Bölüm; d: kalan olsun.

İşlemler 10 taban�nda yap�lmaktad�r.

( ) 0R
0

d...2iR
2i

d1iR
1i

di R
i

d
i

N10N

________________________________________

1+iR

0
d

...
3R

2i
d

2R

1i
d

R
i

d
)0(

1i
N

iR

0
d

...
3R

2i
d

2R

1i
d

R
i

N

1iR

10N

iR

0
d

...
2R

2i
d

R
1i

d

i
N

iR

10N

.

.

2R

0
d

R
1

d

2
N

2R

0
d

R
1

N

2R

10N
R
0

d

1
N

R
10N

++−
−

+−
−

+==

++−+−++=
+

=++−+−+=
+

++−+−+=

++=+=

+=

Bu aç�n�mda di en çok ağ�rl�kl� bit MSB (Most Significant Bit) d0 ise en az ağ�rl�kl� bit
LSB(Least Significant Bit) olarak adland�r�l�rlar. Aşağ�da 10 taban�ndaki 3545
say�s�n�n 6 taban�nda karş�l�ğ�n�n bulunmas�  bir örnek olarak verilmiştir.
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3545:6 =590+
5

6

590:6 =98 +
2

6

98:6 =16 +
2

6

16:6 =2 +
4

6

2:6 =0 +
2

6

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

⇒
10

3545 =
6

24225

On taban�nda ondal�kl� bir say�n�n herhangi bir R taban�nda karş�l�ğ�n�n bulunmas�:
Say� R ile çarp�l�r (10 taban�nda), tam k�sm� tutulur ; bulunan yeni ondal�kl� say� tekrar
R ile çarp�l�r ve tam k�sm� tutulur. Böyle istenildiği kadar devam edilir. Tutulan rakamlar
ondal�kl� olarak ard arda yaz�larak istenilen R taban�ndaki ondal�kl� say� bulunur. Tan�t
bir önceki tan�ta benzer biçimde yap�l�r. Aşağ�da ondal�kl� on taban�ndaki 0.8906
say�s�n�n 6 taban�na karş�l�ğ�n�n bulunmas�  bir örnek olarak verilmiştir.

0.8906×6 =5.3436

0.3436×6 =2.0616

0.0616×6 =0.3696

0.3696×6 =2.2176

 

 
 

 
 

⇒
10

0.8906 =
?

6
0.5202

Tam ve ondal�kl� k�sm� olan bir say� için dönüşüm tam ve ondal�kl� k�sm� ayr� ayr�
düşünülerek iki ad�mda yap�l�r.
10 taban�nda 16 ya kadar say�lar�n diğer baz� tabanlardaki karş�l�klar� aşağ�da Tablo

1.3 te verilmiştir. 16 taban�nda gerekli olan ilave sayamaklar yazaç(harf) olarak
kullan�l�r.

Tablo 1.3 Yayg�n tabanlar aras� dönüşümler
10 taban� 2 taban� 8 taban� 16 taban�
0 0000 00 0
1 0001 01 1
2 0010 02 2
3 0011 03 3
4 0100 04 4
5 0101 05 5
6 0110 06 6
7 0111 07 7
8 1000 10 8
9 1001 11 9
10 1010 12 A
11 1011 13 B
12 1100 14 C
13 1101 15 D
14 1110 16 E
15 1111 17 F
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Görüldüğü gibi taban dönüştürürken, her hangi bir tabandan 10 taban�na dönüşü (1)
ifadesini kullanarak hemen yapabiliriz. 10 taban�ndan herhangi bir tabana dönüşümde
ise bölme işlemleri yapmam�z ve kalanlar� saptamam�z gerekir. Herhangi bir tabandan
herhangi bir bir başka tabana dönüşümü ise önce 10 taban�na, sonra varmak
istediğimiz tabana, dönüştürme işlemleri yapmak gerekmektedir. Örneğin 7 taban�ndan
11 taban�na dönüşüm yapmak için önce 7 taban�ndaki say�y� 10 taban�na. sonrada
bulunan 10 tab�ndaki say�y� 11 taban�na dönüştürmek gerekir.

2 taban�ndan 8 ve 16 tabanlar�na geçişler için k�sa yollar verilebilir. İki taban�ndaki
say� LSB ten başlayarak üçer üçer grupland�r�l�r ve her üçlü grubun 8 taban�ndaki
karş�l�ğ� yaz�l�rsa 8 taban�ndaki say� bulunur. Tersi taban dönüşümünde 8 taban�ndaki
her bir sayamağa karş� gelen  üç bitlik iki taban�ndaki say�lar yan yana yaz�larak
bulunur. Tan�t�n� düşününüz. Örneğin

101 001 111 010|2 = 5172|8 dir.

Benzer biçimde 16 taban�na geçişte de, dörtlü gruplar yapmak gerekir, örneğin

1010.0111 1010|2 = A7A|16 d�r.

1.5.2 Aritmetik

Herhangi bir tabanl� konumsal say� dizgesinde aritmetik işlemler, onlu sistemdekine
benzer biçimde yap�l�r.

Toplama: P ve Q tam say�lar�n�n toplam� (P+Q): P tam say�s�n�n, en küçük
basamağ�ndaki rakam�ndan başlayarak -bulunulan tabanda- Q defa ilerletilmesidir.
Buda sayma işlemidir. Ancak ilgili tabana ilişkin toplama tablosu kullan�larak, bu işlem
daha basit yap�labilir. İki ve sekiz tabanl� say� dizgeleri için toplama tablosu Tablo.1.4
de verilmiştir.

Tablo.1.4. İki ve sekiz taban� için toplama tablolar�.

+ 0        1 
0 
1

00     01 
01     10

elde

+ 0      1       2      3       4      5       6     7

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

        

0 1 
2

2 
3 
4

3 
4 
5 
6

4 
5 
6 
7 
10

5 
6 
7 
10 
11 
12

6 
7 
10 
11 
12 
13 
14

7 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
 

Tablolarda görüldüğü gibi toplam iki basamakl� bir say� olabilir. Soldaki basamaktaki
sayamağa (rakama) "elde" denir. Herhangi bir tabanda iki say� toplan�rken, önce en
küçük ağ�rl�kl� basamaktaki rakamlar�n toplam�ndan başlan�r. Eğer bu rakamlar�n
toplam�, tabloda tek basamakl� ise, bu rakam toplamda ki ayn� ağ�rl�kl� basamak yerine
konur. Elde nin 0 olduğu düşünülmüştür. Eğer en küçük ağ�rl�kl� basamaktaki rakamlar
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toplam�, tabloda iki basamakl� ise, birinci basamaktaki rakam toplamda ki en küçük
ağ�rl�kl� basamağa yaz�l�r, ikinci basamaktaki rakam ise "elde" olarak bir soldaki
basamaktaki rakamlar toplam�na eklenir.

Bu işleme sola doğru devam edilir. Sonuç toplam, toplanan say�lardan bir basamak
daha sola kayabilir. İki örnek aşağ�da verilmiştir.

   1101,01|
2

  13,25|10   772|8   506|10

 +1011,11|
2

+11,75|10 +647|8 +423|10

 11001,00|
2

  25,00|10  1641|8   929|10

Ç�karma: Ç�karma işlemi ç�karma tablosundan yararlanarak yap�l�r. Tablo.1.5 de iki
taban� için verilen tabloda iki rakam�n fark� olan say�lar iki basamakl�d�r. Sağdaki fark�,
soldaki ise ç�kar�lan say�da bir önceki basamaktan al�nan ödüncü gösterir. Böylece
ödünç al�nan basamaktaki rakam bir küçültülmüş olur.

Tablo.1.5. İki taban� için ç�karma tablosu

0        1

0
1

00     01
11     00 a-b fark�

ödünç

a
b

Bir örnek aşağ�da verilmiştir.
11010|

2   772|8
-   111|

2
-647|8

 10011|
2   123|8

Çarpma: Bu işlem tekrarlanm�ş toplama işlemidir. Çarpma tablosundan yararlanarak
daha çabuk sonuca var�l�r.

Tablo.1.6 da iki ve sekiz taban� için çarpma tablolar� verilmiştir. İki rakam�n
çarp�m�nda bulunan, iki basamakl� say�n�n -tek basamakl� ise soldaki basamağ�nda (0)
olduğu düşünülür - birinci basamağ�ndaki rakam çarp�mda ilgili basamağa yaz�l�r, ikinci
basamaktaki rakam ise çarp�mda bir soldaki basamağa elde olarak aktar�l�p, eklenir.
Bu işlemlere on tabandakine benzer biçimde devam edilir.

Tablo.1.6. İki ve sekiz tabanlar� için çarp�m tablolar�

X 0        1

0
1

0        0
0        1

x 0      1       2      3      4       5       6     7

0
1
2
3
4
5
6
7

0 0
1

0
2
4

0
3
6
11

0
4
10
14
20

0
5
12
17
24
31

0
6
14
22
30
36
44

0
7
16
25
34
43
52
61
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Çarpmaya ilişkin bir örnek aşağ�da verilmiştir.

          1101|
2                                    772|8

                                x1011|
2                x647|8

                                  1101  6726
                                            1101                              3750
                                          0000                            +5734
                                    +  1101          642026|8
                                     10001111                              

Bölme: Herhangi bir tabandaki bölme işlemi, on taban�ndakine benzer biçimde
yukar�da anlat�lan çarpma ve ç�karma işlemleriyle yap�l�r. İki taban� için iki örnek
aşağ�da verilmiştir.

      1101| 1011  1110| 10
          -1011   1,001           -10      111                  14: 2 = 7

             0010000 11
                   -1011           -10
                   0101 10

          -10
            ..

Sorular
1. Bir konumsal say� dizgesindeki sayamak say�s�n�n fazla olmas�n�n  olumlu ve

olumsuz birer yönünü tart�ş�n�z.
2. 1.5.1 bölümünde anlat�lan 8 ve 16 tabanlar� ile iki taban� aras�ndaki geçiş

kolayl�ğ�n�n neden öyle olduğunu kan�tlay�n�z.
3. Bilgi iletişim sistemleri ile teknoloji aras�ndaki ilişkiyi tart�ş�n�z.
4. İkili mant�k yerine daha üst değerde bir mant�kla çal�şan say�sal sistemde bilgi

iletişiminde ne yarar sağlanabilir aç�klay�n�z.
5. Analog ve say�sal işaretlerin saklanabildiği ortamlar� tart�ş�n�z.
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BBÖÖLLÜÜMM  22  BBOOOOLLEE  CCEEBBRRİİNNEE  GGİİRRİİŞŞ

Boole cebrinin aksiyomatik tan�m�na geçmeden önce kullanacağ�m�z matematiksel
kavramlar�n tan�mlar�n� an�msayal�m.

2.1 Matematiksel Genel Kavramlar

Tan�m 2.1. Kartezyen çarp�m: A ve B kümelerinin kartezyen çarp�m� AxB; x∈A, y∈B
olmak üzere bütün (x, y) s�ral� çiftlerinden oluşan kümedir.

Örneğin A={a
1
a

2
}, B={b

1
b

2
b

3
}olmak üzere AxB={(a

1
b
1
) (a

1
b

2
) (a

1
b

3
) (a

2
b
1
) (a

2
b

2
)

(a
2
b

3
)}dür.

Tan�m 2.2. Bağ�nt� (Relation): A dan B ye bağ�nt� < A, B, R > üçlüsüdür. Öyle ki A
tan�m kümesi (domen), B değer kümesi, R bağ�nt� olmak üzere R⊆AxB dir. Hemen
görülüyor ki R bir s�ral� çiftler kümesidir. R : A→ B ile gösterilir.

Örneğin A ve B yukar�daki örnekte verilen kümeler olmak üzere, R={(a
1
b

2
) (a

2
b

3
)}

kümesi bir bağ�nt�d�r.

Tan�m 2.3. Tamamen belirlenmiş bağ�nt� (Completely specified relation) : R
bağ�nt�s�nda, tan�m kümesindeki elemanlar�n tamam� görünüyorsa bu bağ�nt�ya
tamamen belirlenmiş denir.

Yukar�daki örnekte verilen R bağ�nt�s� tamamen belirlenmiştir.

Tan�m 2.4. Fonksiyonel bağ�nt� (functional relation): R bağ�nt�s� tan�m
kümesindeki bir elemana değer kümesinde bir ve yaln�z bir eleman karş� düşüyorsa bu
bağ�nt�ya fonksiyoneldir denir.

A={a
1
a

2
a

3
} ve B={b

1
b

2
} kümeleri için R={(a

1
b
1
) (a

1
b

2
) (a

3
b2)} bağ�nt�s�  fonksiyonel

değil,  fakat R = { (a
1
b

2
) (a

2
b

3
) (a

3
b

2 )  bağ�nt�s�  fonksiyoneldir.

Tan�m 2.5. Fonksiyon: Tamamen belirlenmiş fonksiyonel bağ�nt�ya fonksiyon denir.
F : A→ B  ile gösterilir. Yukar�da verilen ikinci bağ�nt� bir fonksiyondur.

Tan�m 2.6. n-lik işlem (n-ary operation) : A
n
, A n�n kendi üzerinden n defa

kartezyen çarp�m� olan küme olmak üzere : A
n
→ A  ya olan fonksiyona n-lik işlem

denir. Yada n-değişkenli fonksiyon denir.
Şekil.2.1 de verilen diyagramla gösterilen fonksiyon bir 2-li işlemdir.
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A
A

f
A2

a1a1a1a1
a1a1

a1a2

a1a3

a2a1

a2a2

a2a3

a3a1

a3a2

a3a3

a1

a2

a3

a1

a2

a3

a1a2, a1a1a1, a1

a1a2, a1

a1a3, a3

a2a1, a1

a2a2, a1

a2a3, a3

a3a1, a2

a3a2, a2

a3a3, a2

Şekil.2.1. 2-li işleme (iki değişkenli bir fonksiyona) örnek.

Tan�m 2.7. Eşdeğerlik bağ�nt�s� (equivalence relation): R:A→ A  ya bir bağ�nt�
aşağ�daki özelliklerin üçünü birden sağl�yorsa bu bağ�nt�ya eşdeğerlik bağ�nt�s� denir,
ve " = "` simgesi ile gösterilir.

1.Yans�ma (refleksive) özelliği:
∀a ∈ A için (a,a) ∈ R dir.

2.Simetri özelliği:
(a,b) ∈ R ise (b,a) ∈ R dir.

3.Geçişlilik (transitive) özellik:
(a,b) ∈ R ve (b,c)∈ R ise (a,c) ∈ R dir.

Böyle bir R bağ�nt�s�n�n özellikleri a = a; a = b ise b = a; a = b, b = c ise a = c
biçiminde de ifade edilebilir.

Örneğin A = {a
1
a

2
a

3
} kümesi için R = {(a

1
a
1
) (a

2
a

2
) (a

3
a

3
)) (a

1
a

2
 ) (a

2
a
1
) } bir

eşdeğerlik bağ�nt�s�d�r.

Tan�m 2.8. S�ra bağ�nt�s� (order relation): A→ A ya bir bağ�nt� yaln�zca yans�ma ve
geçişlilik özelliklerini sağl�yor ve (a,b) ∈ R, (b,a) ∈ R için a = b ise bu bağ�nt�ya s�ra
bağ�nt�s� denir ve " < " simgesi ile gösterilir.

Örneğin A= {(a1a2
a

3
 } kümesi için R= {(a

1
a
1
) (a

2
a

2
) (a

3
a

3
) (a

1
a

2
) (a

2
a

3
) (a

1
a

3
)}  bir s�ra

bağ�nt�s�d�r.
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2.2 Boole Cebri

Tan�m 2.9. Boole Cebri: Boole cebri M = (S,R,A) üçlüsü ile verilen bir matematiksel
sistemdir. Öyle ki

S: Sonlu say�da elemandan oluşan bir kümedir.
R: 'Toplama' ve 'çarpma' denen ve tan�mlanan iki 2-Ii işlem ile 'tümleyen'

denen ve tan�mlanan bir 1-li işlemden oluşan kümedir.
A: S nin elemanlar�yla R deki işlemlere ilişkin aksiyomlar  kümesidir.

Toplama, çarpma ve tümleyen işlemleri s�ras�yla ∨, ∧, ' simgeleriyle gösterilir. İşlem
tan�m� uyar�nca bu matematiksel sistem kapal�d�r.

Boole cebri aksiyomlar�

A.1 Yer değiştirme (comutative) aksiyomu:
a,b∈S için 1. a∨b = b∨a

    2. a∧b = b∧a d�r.

A.2. Dağ�lma (distributive) aksiyomu
a,b,c∈S için  1. a∧(b∨c) = (a∧b)∨(a∧c)

2. a∨(b∧c) = (a∨b)∧(a∨c) dir.

A.3. Birim elemanlar� aksiyomu
∀a∈S için geçerli olan öyle bir 0 eleman� vard�r ki a ile topland�ğ�nda a n�n kendisini

verir. Yine ∀a∈S için öyle bir 1 eleman� vard�r ki a ile çarp�ld�ğ�nda a n�n kendisini
verir.

Yani 1. a∨0 = 0∨a = a
2. a∧1 = 1∧a = a d�r.

A.4. Tümleyen eleman� aksiyomu

∀a∈ için öyle bir tümleyen denen a' eleman� vard�r ki
1. a∨a' = a'∨a = 1
2. a∧a' = a'∧a = 0 d�r.

Bundan sonra ∨, ∧ simgeleri yerine s�ras�yla al�şagelen  (+), (.) simgelerini
kullanacağ�z.

Teorem 2.1. Boole cebri aksiyomlar�ndan  ç�kar�lan bir teorem veya cebirsel eşitlikten
(+) ile (.) n�n  ve 1 ile 0 �n yer değiştirmeleriyle, yani  (+) görülen yere (.), (.) görülen
yere (+) ve 1 görülen yere 0, 0 görülen vere 1 koyarak, geçerli olan ve dual denen
ikinci bir teorem veya cebirsel eşitlik bulunur.

Tan�t: Her aksiyomun 1. ve 2. ad�mlar�ndan birinden diğerine yukar�da sözü edilen
yer değiştirmelerle geçilir. Bunlara dual aksiyomlar da denir. Öyleyse var olan teorem
veya cebirsel eşitlik dual aksiyomlar kullan�larak tan�tlan�r.

Tan�m 2.10. Sabit (değişmez): Boole cebrindeki S kümesinin her bir eleman� bir
sabittir.

Tan�m 2.11. Değişken: S kümesindeki herhangi bir eleman� simgeleyebilen bir
simgedir.
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Tan�m 2.12. Üreysel (generic) değişken: Aksiyomlarda kullan�lan değişkenler olup,
hem herhangi bir eleman (değişmez veya değişken) hem de cebirsel ifade olabilirler.

Teorem 2.2. Tümleyen eleman� tektir.
Tan�t: Varsayal�m ki a ya ilişkin farkl� iki tümleyen eleman� a'1 ve a'

2
 olsun. Yani

a+a'1=1, a.a'1=0 ve a+a'
2
=1, a.a'

2
=0  olsun.

a'1= 1.a'1 A.3.2
= (a+a'

2
). a'1 A.4.1

= a'1.(a+a'
2
) A.1.2

= a'1.a+a'1.a'
2

A.2.2

= 0+a'1.a'
2

A.4.2

=a.a'
2
+a'1.a'

2
varsay�m�m�zdan

=a'
2.(a+a'1) A.1.2 ve A.2.1

=a'
2.1 A.4.1

=a'
2

A.3.2

a�n�n tümleyeni farkl� iki a1 ve a2 olamaz, çünkü eşittirler. Yani a' tektir. Tan�t
olmayana ergi yöntemiyle yap�lm�şt�r.

Teorem 2.3.
1. a+1 = 1
2. a. 0 = 0 d�r.

Tan�t:
a+1 = 1.(a+1) A.3.2
= (a+a' ) (a+1) A. 4.1
= a+a'.1 A.2.2
= a+a' A.3.2
= 1 A.4.1

2.eşitlik düalite teoremince tan�tlan�r.

Teorem 2.4. Birim elemanlar�n�n tümleyenleri 0'=1 ve 1'=0 d�r.
Tan�t: A.4.1 aksiyomunda a eleman�n� 0 olarak al�rsak 0+0'=1 d�r. A.3.1 gereğince

sol taraf 0' dür, o halde 0'=1 dir.
1'=0 olduğu dual aksiyomlardan yararlanarak tan�tlan�r.

Teorem 2.5. Eşdeğer kuvvet (idempotent) teoremi a+a = a ve a.a = a d�r.
Tan�t:

a+a = 1.(a+a) A.3.2
= (a+a') (a+a) A.4.1
= a+a'.a A.2.2
= a+0 A.4.2
= a A.3.1

dual eşitlik benzer biçimde tan�tlan�r.

Teorem 2.6. Herhangi bir a eleman�n�n tümleyeninin tümleyeni, kendisine eşittir. Yani
(a' )'=a d�r.
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Tan�t:
(a')' =  (a' )'.1 A.3.2
= (a' )' (a+a' ) A.4.1
= (a' )'.a+(a' )'.a' A.2.1
= (a' )'.a+0 A. 4.2
= (a' )'.a+a'.a A.4.2
= a. [(a' )'+ a' ] A.2.2
= a.1 A.4.1
= a A.3.2

Teorem 2.7. Yutma teoremi: a, b Boole cebrinin elemanlar� olmak üzere
a+a.b = a
a.(a+b) = a

eşitlikleri geçerlidir.

Tan�t:
a+a.b = a.1+a.b A.3.2
= a(1+b) A.2.2
= a.1 Teorem 2.3
= a A.3.2

Diğer eşitlik dualite teoremince tan�tlan�r.

Teorem 2.8. Boole cebrinin herhangi iki eleman� aras�nda
a+a' b = a+b
a.(a'+b) = ab

eşitlikleri sağlan�r.
Tan�t:

a+a'b = (a+a') (a+b) A.2.1
= 1.(a+b) A.4.1
= a+b A.3.2

ikinci eşitlik, yukar�da tan�tlad�ğ�m�z eşitliğin duali al�narak yap�l�r.

Teorem 2.9. Boole cebri (+) ve(.) işlemleri için grupland�r�labilir, yani associative dir. 
a+(b+c) = (a+b)+c

a.(b.c) = (a.b) .c dir.
Tan�t: X=a+(b+c)   Y=(a+b)+c olsun. X = Y olduğunu tan�tlayacağ�z.

aX = aX
= a[a+(b+c)]
= a Teorem 2.7

ve
aY = aY
= a [(a+b)+c]
= a (a+b)+a.c A. 2.2
= a+a.c Teorem 2.7
= a d�r

O halde eşdeğerlik bağ�nt�s�n�n geçişlilik özelliği gereğince
aX=aY=a (1) d�r.
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Diğer taraftan
a' X = a' [a+ (b+c)
= a' a+a' (b+c) A.2.2
= 0+a' (b+c) A.4.2
= a' (b+c) A.3.1

ve
a' Y = a' [(a+b)+c)
= a' (a+b)+a' c A.2.2
= a' a+a' b+a' c A. 2.2
= 0+a' (b+c) A.4.2 ve A.2.2
= a' (b+c) A.3.1

geçişlilik özelliğiyle
a' X = a' Y = a' (b+c) (2) d�r.

1 ve 2 eşitliklerinden
aX+a' X = aY+a' Y
(a+a' )X = (a+a' )Y A.2.2
X = Y A.4.1

Yani
a+(b+c) = (a+b)+c dir.

Dual eşitlik benzer biçimde tan�tlan�r.

Teorem 2.10. De Morgan teoremi: Boole cebrinin birer eleman� olan a ve b aras�nda
(a+b)'  = a' b'
(ab)' = a'+b'

bağ�nt�lar� vard�r.

Tan�t:
(a+b)+a' b' = [(a+b)+a' ] [(a+b)+b' ] A.2.a
= [(a+a' )+b] [a+ (b+b' )] Teorem 2.9
= (1+b) (a+l) A.4.1
= 1.1 Teorem 2.3
= 1 Teorem 2.5

Diğer taraftan
(a+b) . (a' b' ) = aa' b'+ba' b' A.2.a
= 0 b'+a'0 A.4.b
= 0

d�r.
O halde aksiyom 4 gereğince (a+b)' = a' b' dür. Dual olan ikinci ifade benzer biçimde

tan�tlan�r. De Morgan teoremi, matematiksel tümevar�mla

(a
1
+a

2
+.. .+a3)'  = (a'1-a'2 a3

   .a'n )

ve
(a
1
.a

2    .an) ' = a'
1
+ a'

2
+. .+a'n

biçiminde genelleştirilebilir.
Teorem 2.11. Consensus teoremi

a.b + a' c + b.c = a.b + a'.c
Tan�t:

a.b + a' c + b.c = a.b + a' c + b.c.1
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= a.b + a' c + b.c.( a + a' )
= a.b + a' c + a b c + a' b c
= a b (1 + c ) + a' c (1+ b)
= a.b + a'.c

Teorem 2.2. m-elemanl� bir  I kümesinin bütün alt kümelerinden oluşan bir kuvvet
kümesi S, kümeler kuram�n�n (∪ ) birleşim, (∩ ) kesişim, tümleyen işlemleriyle bir
Boole cebri oluşturur.

Tan�t kümeler teorisinin aksiyomlar� ile Boole Cebri aksiyomlar� aras�ndaki
karş�l�l�ktan yararlanarak yap�labilir.

Örnek 2.1. Z={A,B} kümesinin alt kümelerinden oluşan S= { (ø), (A),(B),(AB)} kümesi,
kümeler kuram�n�n kesişim, birleşim, tümleyen işlemleriyle bir Boole cebri oluşturur. S
kümesinin elemanlar� için birleşin, kesişim ve tümleyen işlemlerine ilişkin tan�m
tablolar� aşağ�da verildiği gibidir. (Tablo 2.1). 1 ve 0 birim elemanlar� s�ras�yla (A,B) ve
ø kümeleri al�narak, bağ�ms�z aksiyomlar�n sağland�ğ� görülür

Tablo 2.1. S kümesine ilişkin işlemlerin tan�m bağ�nt�lar�.
∪ (ø) (A) (B) (A,B) ∩ (ø) (A) (B) (A,B) '
(ø) (ø) (A) (B) (A,B) (ø) (ø) (ø) (ø) (ø) (ø) (A,B)
(A) (A) (A) (A,B) (A,B) (A) (ø) (A) (ø) (A,) (A) (B)
(B) (B) (A,B) (B) (A,B) (B) (ø) (ø) (B) (B) (B) (A)
(A,B) (A,B) (A,B) (A,B) (A,B) (A,B) (ø) (A) (B) (A,B) (A,B) (ø)
a) Birleşim işlemi        b) Kesişim işlemi           c)Tümleyen

2.3 Sonlu Kümeler Aras�nda Tan�mlanan Fonksiyonlar

Teorem 2.13. f : A→ B tan�mlanan farkl� fonksiyon say�s�, A�n�n kardinalitesi #A=p ve
B nin kardinalitesi #B=N, olduğuna göre, N farkl� işaretin tekrarlanabilir p li
permütasyonlar� (devşirim) say�s� olan    N p dir. Yani her bir permütasyon bir
fonksiyona karş� düşer.

Tan�t tekrarlanabilen elemanl� permütasyon tan�m�yla kolayca yap�l�r.

Örnek 2.2. A = (a
1
,a

2
,a

3
) ve B = (b

1
,b

2
) olsun. #A = p = 3 ve  #B = N = 2 dir.

fonksiyon say�s�       N 
p
= 2

3 = 8 dir. Bütün fonksiyonlar aşağ�da verilmiştir.
f
1

f
2

f
3

f
4

f
5

f
6

f7 f
8

a1 b
1

b
2 b1 b

2
b

2
b

2 b1 b1
a

2
b
1

b
2

b
2

b
1

b
2

b
1

b
2

b
1

a
3

b
1

b
2

b
2

b
2

b
1

b
1

b
1

b
2

Teorem 2.14. S
n
→ S ya tan�mlanabilen farkl� n-değişkenli fonksiyon say�s�, S in

kardinalitesi (#S = N) N olmak üzere N(N
n
) dir.

Tan�t: Tan�m 2.6 da verilen n-değişkenli fonksiyon tan�m� uyar�nca, S in n kez

kartezyen çarp�m� olan S
n
 = SxSx....xS kümesindeki eleman say�s� N

n
 yani N
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tekrarlanabilen farkl� eleman�n n li permütasyonlar� say�s� kadard�r (#S
n
=N

n
 ). Öyleyse

Teorem 2.12 den dolay� S
n
→ S'e fonksiyon say�s� N

(N
n
)
 dir.

Örnek 2.3. S = (S1,S2,S3) olduğuna göre f:S
2
→ S e tan�mlanan iki değişkenli

fonksiyon say�s�, N = 3, n = 2 olduğundan N(Nn) = 3
(3

2
)

 =3
9
= 19683 dür. S

2 kümesinde

N
n
= 3

2
= 9 eleman vard�r ve tablo 2.2. de gösterilmiştir. İlk iki sütun s�ras�yla x1, x

2

bağ�ms�z değişkenlerinin ald�ğ� değerlere karş� düşer. Diğer sütunlardan her biri bir
fonksiyona karş� düşer.

Tablo 2.2. Üç elemanl� bir kümeye ilişkin tan�mlanabilen iki değişkenli fonksiyonlar.

x1 x2 f1(x1 x2) f2 (x1 x2) f
3
(x1 x2) . f19683(x1 x2)

a
1
a
1

a
1

a
1

. . . a
3

a
1
a

2
a
1

a
1

. . . a
3

a
1
a

3
a
1

a
1

. . . a
3

a
2
a
1

a
1

a
1

. . . a
3

a
2
a

2
a
1

a
1

. . . a
3

a
2
a

3
a
1

a
1

. . . a
3

a
3
a
1

a
1

a
1

. . . a
3

a
3
a

2
a
1

a
1

. . . a
3

a
3
a

3
a
1

a
2

. . . a
3

2.4 Boole ve Boole Olmayan Fonksiyonlar

Tan�m 2.13. n-değişkenli Boole fonksiyonu: x
1
, x

2 ,...xn değişkenlerine (+), (.), (�)

işlemleri uygulayarak, S
n
 kümesindeki her bir elemana S kümesinde bir eleman karş�

düşüren fonksiyona denir. Bir başka yaklaş�mla formül biçiminde ifade edilebilen

Sn→ S e fonksiyonlard�r. Boole olan fonksiyonlar�n d�ş�ndaki bütün fonksiyonlara
Boole olmayan fonksiyon denir.

Tan�m 2.14. Boole fonksiyonunun uzunluğu: Boole fonksiyonunun formülle verilen
ifadesinde tekrarlanm�ş veya tekrarlanmam�ş sabitler, tekrarlanm�ş veya
tekrarlanmam�ş değişkenler ile tekrarlanm�ş veya tekrarlanmam�ş işlemlerin toplam
say�s�d�r.

F = a, f = x
1 1 uzunluklu fonksiyona, f=x�i 2 uzunluklu, f = x

1
+x

2 ise 3 uzunluklu

fonksiyona birer örnektir. Bir fonksiyon, yaz�l�ş biçimine göre farkl� uzunlukta olabilir.
Örneğin       f

1
= (x

1
+x

2
)' ve f

2
= x'1.x'

2
 fonksiyonlar� eşdeğer olup birincisi 4 uzunluklu

ikincisi ise 5 uzunlukludur.
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Teorem 2.15. f(x
1
x

2
. xi ...xn) |

xi = 0 
  =  f(x

1
,x

2
. .a. xn )olmak üzere n-değişkenli bir

Boole
fonksiyonu,

f(x
1
. . .xn) = f(x

1
...xi....xn)|xi = 0 

 x'i + f (x
1
...xi...xn)|xi =1

 xi (1)

veya duali

f(x
1
. . .xn)=  [(x

1
...xi....xn)|xi =1 

  +x'i ] [ f (x1...xi...Xn)|xi =0
 + xi ] (2)

biçimlerinde yaz�labilir.

Tan�t: Önce ilk ifadeyi matematiksel tümevar�mla sonra ikinci ifadeyi dual alarak
tan�tlayal�m. L=1 uzunluklu Boole fonksiyonlar� için (1) ifadesi geçerlidir. L=1 uzunluklu
Boole  fonksiyonlar� f(x

1
. . .xn)=a, f(x

1
. . .xn)= xi dir.

f(x
1
. . .xn)=a için

f(x
1
...xi....xn)|xi =0 = a, f(x1...xi....xn)|xi =1 

=a  olup

f(x
1
...xi....xn)|x i =0 

 x'i + f (x
1
...xi...xn)|xi =1

 xi = a x'i+a xi = a(x'i + xi) = a.1 = a d�r.

f(x
1
. . .xn)= xi için

f(x
1
...xi....xn)|xi =0

=0, f(x
1
...xi....xn)|xi =1

=1  olup

f(x
1
...xi....xn)|xi =0 

 x'i + f (x
1
...xi...xn)|xi =1

 xi = 0 x'i+1 xi = 0 + xi =  xi dir.

f(x
1
. . .xn)= xJ için

f(x
1
...xi....xn)|xi =0 =

xJ , f(x1...xi....xn)|xi =1
=xJ   olup

f(x
1
...xi....xn)|xi =0 

 x'i + f (x
1
...xi...xn)|xi =1

 xi = xJ  x'i+xJ  xi = xJ(x'i + xi) = xJ1 = xJ

dir.

Şimdi L ≤.k için (1) ifadesinin geçerli olduğunu varsayal�m ve L = k+1 uzunluklu bir
Boole fonksiyonu için bu ifadenin geçerliliğini tan�tlayal�m. (k+1) uzunluklu bir Boole
fonksiyonu k veya daha küçük uzunluklu g ve h fonksiyonlar� cinsinden ancak
aşağ�daki üç farkl� biçimde yaz�labilir.

a) f(x
1
..xn) = g(x

1
..xn).h(x

1
..xn)

b) f(x
1
. .xn) = g(x1..xn)+h(x

1
..xn)

c) f(x
1
. .xn)=[g(x1..xn) ]'

Bu olas� üç farkl� durumu ayr� ayr� inceleyelim.

a) g ve h n�n uzunluklar� L veya daha küçük uzunluklu olduklar�na göre
g(x

1
. . .xn)=g(x

1
...xi....xn)|xi =0

 x'i + g (x
1
...xi...xn)|xi =1

 xi

h(x
1
. . .xn)=h(x

1
...xi....xn)|xi =0 

x'i + h (x
1
...xi...xn)|xi =1

 xi
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yaz�labilir. Öyleyse
g(x

1
...xi  .xn).h(x

1
...xi ...xn) = g(x

1
...xi....xn)| xi =0

 h(x
1
...xi....xn)|xi =0

 x'i

     +g (x
1
...xi...xn)|xi =1

  h (x
1
...xi...xn)|xi =1

 xi

=f(x
1
...xi....xn)|xi = 0

 x'i + f (x
1
...xi...xn)|xi =1

 xi

b)

g(x
1
...xi  .xn)+h(x

1
...xi ...xn) = [g(x

1
...xi....xn)| xi =0

+ h(x
1
...xi....xn)|xi =0

 ]x'i

    +[g (x
1
...xi...xn)|xi =1

 + h (x
1
...xi...xn)|xi =1

] xi

=f(x
1
...xi....xn)xi =0

| x'i + f (x
1
...xi...xn)|xi =1

 xi

c)

[g(x1..xn) ]' = [ g(x
1
...xi....xn)|xi =0

 x'i + g (x
1
...xi...xn)|xi =1

 xi ]'

= [ (g' (x
1
...xi....xn)|xi =0

 + xi ) . (g'  (x
1
...xi...xn)|xi =1

 + x'i ) ]
= g' (x

1
...xi....xn)|xi =0

g' (x
1
...xi...xn)| xi =1

+ g'(x
1
...xi....xn)|xi =0

 x'i  + g'(x
1
...xi...xn)|xi

=1
xi   

Consensus teoremi gereğince
= g' (x

1
...xi....xn)|xi =0

 . x'i  + g' (x
1
...xi...xn)|xi =1

  xi   

= f(x
1
...xi....xn)|xi =0

 x'i + f (x
1
...xi...xn)|xi =1

 xi

L = k+1 uzunluklu f fonksiyonu için de verilen bağ�nt� geçerli olduğuna göre her
zaman geçerlidir. (2) eşitliği (1) eşitliğinin duali olduğundan, geçerlidir.

Teorem 2.15. Boole fonksiyonlar�n�n birinci tip kanonik aç�n�m�: f : S
n
→ S e n-

değişkenli bir Boole fonksiyonu  "çarp�mlar terimleri toplam�"

f(x
1
. . .xn) = f (0,0,...,0) x'1.x'2 ..   x'n+ f (0,0,...0,1) x'1.x'2 ..   xn+ f (1,1,...,1) x1x 2�

xn

biçiminde ifade edilebilir.

Tan�t: Verilen fonksiyonun, teorem 2.15 e göre aç�n�m� ard ard�na n kez uygulanarak

f(x
1
. . .xn) = x'1  f (0, x

2
....xn) + x1 f (1, x

2
.   xn)

= x'1  f(0, x
2
....xn) + x1 f (1, x

2
.   xn)

= x'1 [ x'2  f (0, 0,...xn) + x2 f (0, 1,   xn) ]+x1  [ x'2  f (1, 0,...xn) + x2 f (1, 1,   xn) ]
= ---
= f (0,0,...,0) x'1.x'2    x'n+ f (0,0,...,1) x'1.x'2    xn+    f (1,0,.1..,1) x1x'2x3   xn+  ...........

............+  f (1,1,...,1) x1.x 2    xn

bulunur.
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 1. tip kanonik aç�n�m bir başka biçimde

f x1x2....xn( )= f(i) 

i=0

2
n
−1

∑ mi (x 1x2..xn )

yaz�labilir, öyle ki

f(0) 
∆
= f(0,0,. . ,0)

f(1) 
∆
= f(0,0, . .,1)

.

f(2n-1) = f(1,1, . .,1)
ve

m0 (x1x2 . . xn) 
∆
=  x'1x'2 . . x'n

m1 (x1x2 . . xn) 
∆
=  x'1x'2 . . xn

.

.

.

m
2

n

-1 
(x1x2 . . xn) 

∆
=  x1x2 . . xn  d�r.

f(i) ve mi deki i, 0 < i < 2n-1 olan 10 taban�nda bir say�d�r. f(i) ye ilişkin eşitliğin
sağ�nda fonksiyonun değişkenlerinin ald�klar� değerlerin saptanmas�: i say�s�n�n iki
taban�ndaki karş�l�ğ�nda, basamaklar değişkenlere karş� düşürüldüğünde,
basamaklarda ki sayamaklar ilgili değişkenlerin ald�klar� değerlerdir. mi lere ilişkin
eşitliğin sağ�ndaki çarp�m terimlerindeki değişkenlerin saptanmas�: i say�s�n�n iki
taban�ndaki karş�l�ğ�nda, basamaklar değişkenlere karş� düşürüldüğünde, bir
basamaktaki sayamak 0 ise ilgili değişken tümleyen (x') olarak, sayamak 1 ise ilgili
değişken kendi (x) olarak çarp�mlar teriminde görülür.

Tan�m 2.15 Minterim: Bir Boole fonksiyonuna ilişkin 1.tip kanonik aç�n�mda
çarp�mlar terimlerine minterim denir

Teorem 2.16 Boole Fonksiyonunun ikinci tip kanonik aç�n�m�: f:Sn→ S e n-
değişkenli bir Boole fonksiyonu "toplamlar terimleri çarp�m�"

f(x
1
., x

2
     xn) =

=[ f (0,0,.. ,0) + x
1 +x

2 +. . +Xn)] [ f (0,0,. .1)+x
1
+x

2
+. .+x'n] ..[

f(1,1,..1)+x'1+x'
2
+. .+x'n]

biçiminde ifade edilebilir.

Tan�t: Teorem 2.15 in duali al�narak tan�t yap�l�r.



23

2. tip kanonik aç�n�m bir başka biçimde

f x1x2....xn( )=      f(i)+.Mi (x1x2..xn)[ ]  
i =0

2n−1

∏

yaz�labilir, öyle ki  f(i) 1. tip kanonik aç�n�mda tan�mland�ğ� gibidir Mi ler ise

M0 (x1x2 . . xn) 
∆
=  x1 +  x2  +. . +xn

M1 (x1x2 . . xn) 
∆
=  x1 + x2  +. . + x'n

.

.

.

M
2

n

-1 
(x1x2 . . xn) 

∆
=  x'1 + x'2 +. . + x'n  d�r.

Mi deki i 0 < i <2
n
-1 olan 10 taban�nda bir say�d�r. Mi  ye ilişkin eşitliğin sağ�ndaki

toplam terimlerindeki değişkenlerin saptanmas�: i say�s�n�n iki taban�ndaki karş�l�ğ�nda
basamaklar değişkenlere karş� düşürüldüğünde, bir basamaktaki sayamak 0 ise ilgili
değişken kendi (x) olarak, sayamak 1 ise ilgili değişken tümleyen (x') olarak toplamlar
terimlerinde görülür.

Tan�m 2.16 Makterim: Bir Boole fonksiyonuna ilişkin 2. tip kanonik aç�n�mda
toplamlar terimlerine Makterim denir.

Teorem 2.17.Bir Boole fonksiyonuna ilişkin 1. ve 2. tip aç�n�mlar yeganedir.
Tan�t: Varsayal�m ki bir Boole fonksiyonun farkl� iki 1. tip aç�n�m� X ve Y olsun. X ve

Y farkl� olduğuna göre, en az bir minterimin katsay�s� X ve Y de farkl� olmak
zorundad�r. Bu demektir ki fonksiyonun ayn� bir tan�m eleman�na farkl� iki değer
eleman� karş� düşer, fonksiyon tan�m�yla çelişir. O halde farkl� iki 1. tip aç�n�m olamaz.
2. tip aç�n�m içinde benzer tan�t yap�l�r.

Sonuç 2.1. Herhangi bir n-değişkenli Boole fonksiyonuna ilişkin 0,1 simgelerinin n-li

permütasyonlar� say�s� (2
n
 ) kadar olan tan�m eleman�na karş� düşen değer elemanlar�

biliniyorsa, bu fonksiyon yegane olarak belirlenmiş olur. Bir başka deyişle herhangi bir

Boole fonksiyonu 2n özel değeriyle yegane olarak belirlenir. Bu sonuç 1. ve 2. tip
kanonik aç�n�mlardan hemen görülmektedir.

Örnek 2.4. Örnek 2.1 de verilen S kümesi için f:S
2
→ S  e tan�mlanan iki değerli bir

Boole fonksiyonun 2
n
=2

2
 = 4 adet 0,1 simgelerinden oluşan tan�m eleman� için ald�ğ�

değerler f(0,0) = A; f(0,1) = 1; f(1,0) = 0; f(1,1) = B olsun. Bu Boole fonksiyonuna ilişkin
1. tip kanonik aç�n�m:

f(x
1
x

2
) = f (0,0)x'1x'

2
+f (0,1)x'1x2

+f(1,0)x
1
x'

2
+f (1,1)x

1
x

2
 = Ax1x2

,+x1x2
+Bx

1
x

2 dir.

2. tip kanonik aç�n�m
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f(x
1
x

2
) = [f(0,0)+x

1
+x

2
] [f(0,1)+x

1
+x'

2
] [f(1,0)+x'1+x

2
] [f(1,1)+x'

1
+x'

2
]

= (A+x
1
+x

2
) (x'1+x2) (B+x'1+x'

2
)

dür. S2 kümesindeki diğer tan�m elemanlar� için Boole fonksiyonunun ald�ğ� değer
elemanlar� yukar�daki herhangi bir aç�n�m formülünden hesaplanarak bulunabilir. Bu
fonksiyon tablo biçiminde tablo 2.3 de verilmiştir. Örneğin x

1
x

2
 = AB domen eleman�

için Boole fonksiyonunun ald�ğ� değer. örnek 2.1 deki işlem tan�m  tablolar�ndan
yararlanarak

f(x
1
x

2
) |=Ax

1
x

2
+x'1x2 +B x

1
x

2 = A A' B' +A' B + B A B = 0.B' + B.B+0.B=B x1= B
       x1= A, x2= B

bulunur.

Tablo2.3. Örnek Boole fonksiyonu için S2→ S ilişkisi

S2 00 01 10 11 0A 0B A0 B0 1A 1B A1 B1 AA AB BA BB

S A 1 0 B A 1 0 A 0 B B 1 0 B A 1

Sonuç 2.2. Verilen bir fonksiyonun Boole olup olmad�ğ�na, 1. veya 2. tip kanonik
aç�n�mlardan yararlanarak, karar verilebilir.

Verilen f:S2→ S fonksiyon Boole varsay�larak, 0,1 den oluşmuş 2n tan�m eleman� için
fonksiyonun ald�ğ� değerden yararlanarak 1. (2.) tip kanonik aç�n�m yaz�l�r. n: değişken
say�s� N=#S olduğuna göre, tan�m kümesinde arta kalan (Nn-2n) tan�m eleman� için
fonksiyonun ald�ğ� değer, 1 (2.) tip kanonik aç�n�m formülüyle bulunan değerlerden
farkl� ise fonksiyon Boole olmayan fonksiyon, ayn� ise fonksiyon Boole fonksiyonudur.

Örnek 2.5. Örnek 2.1 de yerilen S={(Ø) , (A) , (B) , (AB) } kümesi ile (+) , ( . ) , ( ' )

işlemlerinin oluşturduğu Boole cebrinde S2→ S  e tan�mlanan 2 değişkenli iki fonksiyon
tablo 2.4 te verilmiştir. N=4, n=2 dir f1 fonksiyonu örnek 2.4 te verilen fonksiyon olup bir
Boole fonksiyonudur. Çünkü tablo 2.4 te çift çizgi ile ayr�lan birinci bölgedeki verilerle
f1 e ilişkin kanonik aç�n�mlar, ikinci bölgedeki f1 e ilişkin verileri sağlar. f

2 fonksiyonu

ise 0-1 den oluşmuş 2n =22=4 tan�m eleman� için f
1 in ald�ğ� değerleri almaktad�r. f

2
,

Boole fonksiyonu olsayd� f
1 in ayn� olacakt�. Oysa f

1
(0,A)=A olduğu halde f

2
(0,A)=0 d�r.

O halde f
2

Boole fonksiyonu olamaz, Boole olmayan bir fonksiyondur. Tablo 2.4 te, çift

çizgi ile ayr�lan 1. bölgede f
1 in ald�ğ� değerleri alan, fakat ikinci bölgede en az bir

yerde f
1 den farkl� olan Boole olmayan çok say�da fonksiyon verilebilir.

Tablo.2.4. Boole olan ve olmayan fonksiyonlara örnek.

S2 00 01 10 11 0A 0B A0 B0 1A 1B A1 B1 AA AB BA BB

f1 A 1 0 B A 1 0 A 0 B B 1 0 B A 1

f2 A 1 0 B 0 1 0 A 0 B B 1 0 B A 1
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Sonuç 2.3. # S = N olduğuna göre f:Sn→ S  n-değişkenli Boole fonksiyonu say�s�

N
(2

n
)
 dir. f:S

n
→ S e n-değişkenli Boole olmayan fonksiyon say�s� ise [N

(N
n
)
 - N

(2
n
) ] dir.

1.veya 2. kanonik aç�n�mlar gereğince, Boole fonksiyonlar� için 0,1 den oluşmuş 2
tan�m eleman�na karş� düşen değer elemanlar� bağ�ms�z olarak seçilebilir. Farkl� seçim

say�s�, N
(N

n
)
 dir. -N farkl� işaretin 2

n
 Ii permütasyonlar� say�s�- Diğer tan�m elemanlar�na

karş� düşen değer elemanlar� bağ�ms�z seçilemez, çünkü aç�n�m formülüyle yegane

olarak belirlenirler. O halde Boole fonksiyonu say�s� N
(2

n
)
 dir. Sn→ S e toplam fonksiyon

say�s�, teorem 2.13 uyar�nca N(N
n
) olduğuna göre Boole olmayan fonksiyon say�s�

[N
(N

n
)
 - N

(2
n
)
 ] dir.

Sonuç 2.4. S = {0,1} kümesi için tan�mlanan Sn→ S e n-değişkenli fonksiyonlar�n
tamam� Boole fonksiyonudur.

N
(N

n
)
 = N

(2
n

)
  =  2

(2
n
)
 dir.

2.5 İki Değerli Boole Cebri ve Anahtar Fonksiyonlar�

Tan�m 2.17. İki değerli Boole Cebri: 0 ve 1 birim elemanlar�ndan oluşan S={0,1}
kümesinin, Tablo 2.5 te verilen toplama, çarpma, tümleyen işlemleriyle oluşturduğu
Boole cebrine iki değerli Boole cebri denir.

Tablo 2.5. S={0,1} kümesi için tan�mlanan toplama,çarpma, tümleyen işlemleri.
+ 0 1 . 0 1 '
0 0 1 0 0 0 0 1
1 1 1 1 0 1 1 0

İleride ki konularda iki değerli Boole cebrinin bir matematiksel model olarak temsil
ettiği fiziksel sistemler üzerinde duracağ�z.

Tan�m 2.8 . Anahtar fonksiyonlar�: İki değerli Boole cebrinde tan�mlanan
fonksiyonlara anahtar fonksiyonlar� denir.

Sonuç 2.4 uyar�nca ikili Boole cebrinde tan�mlanan bütün fonksiyonlar Boole
fonksiyonu olduğuna göre, bütün anahtar fonksiyonlar� Boole fonksiyonu olup formül
biçiminde ifade edilebilirler.

Tan�m 2.19. Doğru ve yanl�ş minterimler: İkili Boole cebrinde tan�mlanan anahtar
fonksiyonlar�n�n 1. tip kanonik aç�n�m�nda katsay�s� 1 olan minterimlere doğru, 0 olan
minterimlere ise yanl�ş minterim denir.

Tan�m 2.20. Doğru ye yanl�ş makterimler: İkili Boole cebrinde tan�mlanan anahtar
fonksiyonlar�n�n 2. tip kanonik aç�n�m�nda katsay�s� 1 olan makterimlere yanl�ş, 0 olan
makterimlere ise doğru makterim denir.

Anahtar fonksiyonlar�n�n 1. tip kanonik aç�n�mlar�nda yaln�zca doğru minterimleri, 2.
tip kanonik aç�n�mda yaln�zca doğru makterimlerin düşünülmesi yeter. Çünkü 1. tip
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aç�n�mda 1, 2. tip aç�n�mda 0 olurlar ve fonksiyonun ifadesinde görülmezler. O nedenle
1. ve 2. tip kanonik aç�n�mlar�

f(x
1
,x

2
.. .xn) = ΣΣΣΣ  Doğru minterimler veya

f(x
1
,x

2
.. .xn) = ΠΠΠΠ Doğru makterimler

biçiminde yaz�labilir.
Anahtar fonksiyonlar�n�n bir gösterilimi de

f(x
1
,x

2
.. .xn) = ΣΣΣΣ Doğru minterimlerin 10 taban�ndaki indisleri, veya

f(x
1
,x

2
.. .xn) = ΠΠΠΠ Doğru makterimlerin 10 taban�ndaki indisleri

biçiminde olur. Örneğin f(x
1
x

2
x

3
) = ΣΣΣΣ 2,4,5,7 ile gösterilen anahtar fonksiyonu f(010)

=f (100) = f (101) = f (111) =1 ve f(000) = f (001) = f(011) =f (110) = 0 olan bir
fonksiyondur.

Tan�m 2.21 Doğruluk tablosu: İki değerli Boole cebrinde bir fonksiyona ilişkin tan�m
ve değer kümesi elemanlar�n� gösteren tabloya doğruluk tablosu denir.

Örnek 2.6. Aşağ�daki Tablo 2.6 da bir anahtar fonksiyonuna ilişkin doğruluk tablosu
ve minterim ve makterimler verilmiştir.

Tablo 2.6.Bir Boole fonksiyonuna ilişkin doğruluk tablosu. ve fonksiyona ilişkin
minterim ve makterimler.

i x1 x2 x3 f(x
1
x

2
x

3
) Minterimler makterimler

2
2

2
1

20 f(i) Mi Mi

0 0 0 0 0 m
0
=x'

1
x'

2
x'

3
M

0
=x

1
+x

2
+x

3

1 0 0 1 0 m1=x'
1
x'

2
x

3
M
1
=x

1
+x

2
+x'3

2 0 1 0 1 m
2
=x'

1
x

2
x'

3
M

2
=x

1
+x'

2
+x3

3 0 1 1 0 m
3
=x'

1
x

2
x

3
M3=x

1
+x'

2
+x'3

4 1 0 0 1 m
4
=x

1
x'

2
x'

3
M4=x'

1
+x

2
+x3

5 1 0 1 1 m
5
=x

1
x'

2
x

3
M5=x'

1
+x

2
+x'3

6 1 1 0 0 m
6
=x

1
x

2
x'

3
M6=x'

1
+x'

2
+x3

7 1 1 1 1 m
7
=x

1
x

2
x

3
M7=x'

1
+x'

2
+x'3

Örnek fonksiyonun 1. tip kanonik aç�n�m�

f (x
1
x

2
x3) = ΣΣΣΣ 2,4,5,7

= f(0)m
0
+f(1)m

1
+f(2)m

2
+f(3)m

3
+f(4)m

4
+f(5)m

5 + f(6)m
6
+f(7)m

7

= 0.m
0
+0 m

1
+1 m

2
+0 m

3
+1 m

4
+1 m

5
+0 m

6
+ 1 m

7

= m
2
+m

4
+m

5
+m

7

= x'1x2
x'

3
+x

1
x'

2
x'

3
+x

1
x'

2
x

3
+x1x2

x
3 d�r.

2.tip kanonik aç�n�m ise

f (x
1
x

2
x3)=Π 0,1,3,6

=[f(0)+M
0
] [f(1)+M1] [f(2)+M

2
)] [f(3)+M

3
] [f(4)+M

4
] [f(5)+M

5
]+[f(6)+M

6
] +f[(7)+M

7
]

=[0+M0] [0+M
1
] [1+M

2
] [0+M

3
] [l+M

4
] [l+M

5
] [0+M

6
] [1+M

7
]
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=M
0
.M

1
.M

3
.M

6

=(x
1
+x

2
+x

3
) (x

1
+x

2
+x'

3
) (x

1
+x'

2
+x'

3
 ) (x'1+x'2+x

3
)  d�r

2.6 Özet

Bu bölümde en genel anlamda Boole cebri ve bu cebirde tan�mlanan Boole olan
fonksiyonlarla Boole olmayan fonksiyonlar incelenmiştir. Boole olan fonksiyonlara
ilişkin genel 1. ve 2. tip kanonik aç�n�mlar verilmiştir. Son olarak ta ikili Boole cebri, bu
cebirde tan�mlanan anahtar fonksiyonlar� ve bu fonksiyonlar�n minterim ve makterimler
cinsinden nas�l yaz�ld�ğ� gösterilmiştir. Bundan sonraki bölümlerde yaln�zca ikili Boole
cebri kullan�lacakt�r.
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BBÖÖLLÜÜMM  33  SSAAYYIISSAALL  DDİİZZGGEELLEERR  VVEE  BBOOOOLLEE  CCEEBBRRİİ

1.1 Giriş

Bu bölümde s�ras�yla önermeler cebrinin ve kap� elemanlar�ndan oluşan say�sal
dizgelerin,ikili Boole cebri ile matematiksel olarak nas�l modellendirileceği
incelenecektir. Boole cebrindeki {S} kümesinin 1 ve 0 elemanlar�, fiziksel dizgelerdeki
elektriksel büyüklüklerin (ak�m veya gerilim) olup olmamas�na karş� düşürüleceklerdir.

Tan�m 3.1. Ak�m mant�ğ�: Bir ikili say�sal dizgede 1 ve 0 simgeleri ak�m�n olup
olmamas�n� simgeliyorsa, bu dizge ak�m mant�ğ� ile çal�ş�yor denir.

Tan�m 3.2. Gerilim mant�ğ�: Bir ikili say�sal dizgede 1 ve 0 simgeleri gerilimin olup
olmamas�n� simgeliyorsa, bu dizge gerilim mant�ğ� ile çal�ş�yor denir.

Tan�m 3.3. Pozitif mant�k: İkili say�sal dizgede herhangi bir noktada 1 in simgelediği
gerilim (ak�m) 0 �n simgelediği gerilimden (ak�mdan) büyükse dizge pozitif mant�kla
çal�ş�yor denir.

Tan�m 3.4. Negatif mant�k: İkili say�sal dizgede herhangi bir noktada 1 in
simgelediği gerilim (ak�m) 0'�n simgelediği gerilimden (ak�mdan) küçükse dizge negatif
mant�kla çal�ş�yor denir.

3.2 Önermeler Cebri  ve  İki  Değerli  Boole  Cebri

Bilindiği gibi önermeler cebri dilin matematiksel betimlemesinde kullan�l�r. Bu
betimlemede önermelerin özelliği ya doğru ya da yanl�ş olmas�d�r. Buna göre "Bu gün
Gümüşsuyunda yağmur yağabilir"  bir önerme değildir ama "Bugün Gümüşsuyunda
yağmur yağd�� bir önermedir. Dilde kulland�ğ�m�z baz� cümleler, önermeler cebrinin (∨)
birleşim, (∧) kesişim, (`) olumsuz işlemleriyle aşağ�daki tablo 3.1 deki gibi
betimlenebilirler. X ve Y önerme değişkenleri olup D(doğru) ve Y(yanl�ş) değerlerinden
birini al�rlar.

Tablo 3.1. Dildeki cümleler, önermeler cebri ve Boole cebri karş�laşt�rmas�.
Dildeki ifade Önermeler Cebrinde Boole Cebrinde
olumsuz x -x Olumsuz x'
x veya y veya ikisi de x∨y Birleşim x+y
x ve y x∧y Kesişim x.y
Eğer x öyleyse y x→ y x,y' yi gerektirir x'+y
x eğer ve yaln�z y x=y xy+x'y'

Teorem 3.1. S={ D(doğru), Y(yanl�ş) } kümesi ve aşağ�da tablo 3.2 te tan�mlanan
toplama(∨), çarpma(∧), olumsuz(-) işlemleri, bir Boole cebri oluşturur.
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Tablo 3.2. Önermeler cebri işlemlerinden toplama, çarpma ve olumsuz işlemlerinin
tan�m tablosu.

x y X∨Y X∧Y -x
D D D D Y
D Y D Y Y
Y D D Y D
Y Y Y Y D

Tan�t: D→ 1, Y→ 0 a karş� düşürülüp, Boole cebri aksiyomlar� sağlat�larak tan�t
yap�labilir.

Önerme fonksiyonu bir Boole fonksiyonu ile temsil edilebilir. Örneğin aşağ�daki
koşullardan en az biri ( VE/VEYA) sağland�ğ�nda doğru(D), aksi halde yanl�ş(Y) olan
bir F önerme fonksiyonu düşünelim. Bu fonksiyon bir asansörün güvenilir çal�şabilmesi
için uyar� işareti üreten fonksiyonda olabilir. F önermesi,

a) Asansör çal�şmakta, içi boş ve çağr�lmam�şsa ve/veya
b) Asansör çal�şmakta ve kap�s� aç�k

koşullar� alt�nda doğru aksi halde yanl�ş olsun.

Şimdi s�ras�yla U,V,Y,Z değişkenlerini aşağ�daki önermelerle tan�mlayal�m.
U: Asansör çal�ş�yor
V: Asansör boş
Y: Asansör çağr�lm�ş ; Y': Asansör çağr�lmam�ş
z: Kap� aç�k   ;  z': Kap� kapal�

Koşullardan herhangi biri sağland�ğ�nda F = 1,  sağlanmad�ğ�nda ise F=0 olacakt�r.
Bu lojik toplama işlemidir. Yani F,  koşullar�n toplam� biçiminde görülecektir. Herhangi
bir koşul ise belli değişkenlerin birlikte  1 değeri almalar�nda (1); herhangi bir
değişkenin istenmeyen bir değer almas�nda (0) olacakt�r. Bu işlem lojik çarpma
işlemine karş� düşer. Netice olarak F önerme fonksiyonu, değişkenlerin çarp�m�yla elde
edilen koşullar�n,  toplam� biçiminde görülecektir.

Buna göre F önermesi:
F = UVY'+UZ

biçiminde bir Boole fonksiyonu ile ifade edilebilir. Bu Boole fonksiyonu üzerinde
yap�lacak çeşitli işlemler sonucu sözle anlat�m farkl� biçimlerde ifade edilebilir. Örneğin
yukar�daki fonksiyondaki terimler U parantezine al�nabilir.

3.3 Kap�  Elemanlar�ndan  Oluşan  Devreler  ve İki Değerli  Boole  Cebri

Önce yayg�n biçimde kullan�lan kap� elemanlar�n� tan�yal�m.
1.VE kap�s� (AND gate): Şekil 3. 1 de giriş ç�k�ş ilişkisinin doğruluk tablosu ve

gösterilişi verilmiştir.
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Şekil 3.1 VE kap�s�n�n doğruluk tablosu ve gösterilişi

2.  VEYA kap�s� (OR gate): Şekil 3.2 de giriş ç�k�ş ilişkisinin doğruluk tablosu ve
gösterilişi verilmiştir.

x

y
x+y

x        y          x+y

0        0            0
0        1            1
1        0            1
1        1            1

Şekil 3.2 VEYA kap�s�n�n doğruluk tablosu ve gösterilişi

3.  TÜMLEYEN kap�s� (NOT gate): Şekil 3.3 te giriş ç�k�ş ilişkisinin  doğruluk tablosu
ve gösterilişi verilmiştir.

Şekil 3.3. Tümleyen kap�s�n�n doğruluk tablosu ve gösterilişi

4.  TÜVE kap�s� (NAND Gate): Şekil 3.4 te giriş ç�k�ş ilişkisinin doğruluk tablosu ve
gösterilişi verilmiştir.

x    y    (xy) '
0    0      1
0    1      1
1    0      1
1    1      0

x

y
(xy) '

Şekil 3.4. TÜVE kap�s�n�n  doğruluk tablosu ve gösterilişi

5.TÜVEYA kap�s� (NOR gate): Şekil 3.5 te giriş ç�k�ş ilişkisinin doğruluk tablosu ve
gösterilişi  verilmiştir.

x     y     (x+y) '

0     0        1
0     1        0
1     0        0
1     1        0

x

y (x+y) '

Şekil3.5. TÜVEYA kap�s�n�n doğruluk tablosu ve gösterilişi.

6.Ayr�cal�-VEYA kap�s� (Exclusive-OR gate): Şekil 3.6 da giriş ç�k�ş ilişkisinin
doğruluk tablosu ve gösterilişi verilmiştir.

x     x'
0     1
1     0

x x'

x

y
xy

x   y        xy

0   0         0
0   1         0
1   0         0
1   1         1
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x      y     x ⊕y

     0      0        0
     0      1        1
     1      0        1
     1      1        0

x

y
⊕x y

Şekil 3.6 Ayr�cal�-VEYA kap�s�na ilişkin doğruluk tablosu ve gösterilişi.

Bir kombinezonsal devreye ilişkin Boole fonksiyonu, kap�lara ilişkin giriş - ç�k�ş
bağ�nt�s� (tan�m bağ�nt�s�) formül biçiminde yaz�larak ta kolayca bulunabilir.

Ayr�cal�-VEYA kap�s�n�n VEYA kap�s�ndan ayr�lmas� 11 girişi için de ç�k�ş�n 0
olmas�d�r. Yani Ayr�cal�-VEYA kap�s� girişler farkl� işaretli ise 1 ç�k�ş�n�, ayn� işaretli ise
0 ç�k�ş�n� verir.

Kap�lar�n ç�k�ş�nda, tümleyen işlemi için kullan�lan küçük yuvarlak (o) işareti;
kap�lar�n girişlerinde, değişkenlerin tümleyenleri için de kullan�labilir.

Tan�m 3.14. Giriş yelpazesi (Fan in) Bir kap� eleman�na uygulanabilecek
maksimum giriş say�s�na denir.

Tan�m 3.5. Ç�k�ş yelpazesi (Fan out) Bir kap� eleman�ndan al�nabilecek maksimum
ç�k�ş say�s�na denir.

Tan�m 3.6. Mant�k devresi: Sonlu say�da kap� elemanlar�ndan oluşan ve ayn� bir
girişine birden fazla ç�k�ş�n bağl� olmad�ğ� birleşik devreye denir.

Mant�k devreleri, pozitif (negatif) ak�m (gerilim) mant�klar� S={ 0,1 } kümesine VE,
VEYA, TÜMLEYEN kap�lar� çarpma, toplama, tümleyen işlemlerine karş� düşürülerek,
iki değerli bir Boole cebri ile matematiksel olarak modellendirilebilirler.

Bu dersin kapsam� içerisinde kap� elemanlar�, giriş-ç�k�ş ilişkisi verilerek
tan�mlanm�şt�r. Her bir kap� eleman�n�n gerçekleştirilmesi için transistörlerden
yararlan�l�r. Transistörlerle yap�lan gerçekleştirilmelerde çeşitli teknolojiler
kullan�lmaktad�r ( TTL, MOS, CMOS gibi ) Bu teknolojiler ve kap� elemanlar�n�n iç
yap�s� bu dersin kapsam� d�ş�nda tutulmuştur.

Kap� elemanlar� yukar�da gösterildiği gibi tek başlar�na ticari olarak sat�lmazlar,
tümleştirilmiş devre olarak sat�l�rlar. Lojik devrelerde kullan�lan tümleştirilmiş devreleri
dört gruba ay�rmak mümkündür. SSI (Single Scale Integrated Circuits) Küçük ölçekli
tümleşik devreler. SSI elemanlar içlerinde 10 kadar kap� eleman� bulunduran
devrelerdir. İki giriş ve bir ç�k�şl� kap� elemanlar�ndan bir SSI elemanda normal olarak
dört tane bulunur. Şekil 3.7 de iki SSI eleman� örneği verilmiştir. Tek giriş ve tek ç�k�ş�
olan tümleyen eleman�ndan ise 8 tanesi ticari bir tümleşik devrede görülür.
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vcc

grd

vcc: besleme gerilimi
grd:toprak

vcc

grd

1 2 3 4 5 6 7

10 9 811121314

1 2 3 4 5 6 7

891011121314

Şekil 3.7 Pratikte kullan�lan iki SSI tümleşik devre şemas�

MSI (Medium Scale Integrated Circuits) Orta ölçekli tümleşik devreler, içersinde 10-
100 kadar kap� eleman� bulunduran devrelerdir ve bu dersin kapsam�nda
incelenecektir. LSI (Large Scale Integrated Circuits) Büyük ölçekli tümleşik devrelerde,
100-1000 kadar kap� eleman� bulunabilir, yine bu dersin kapsam�nda incelenecektir.
VLSI (Very Large Scale Integrated Circuits) Büyük ölçekli tümleşik elemanlar binlerce
kap� eleman�n� kapsayan devrelerdir bu dersin kapsam�nda incelenmeyecektir.
Örneğin mikroişlemciler bir VLSI elemand�r.

Tan�m 3.7. Kombinezonsal devre: ç�k�şlar�, girişleriyle yegane olarak belirlenen
mant�k devrelerine denir. Buna göre ayn� girişe, farkl� ç�k�şlar veren mant�k devresi
kombinezonsal değildir. İlerde göreceğimiz gibi bu devreler ard�ş�ld�r.

Her bir kombinezonsal devreye bir Boole fonksiyonu (analiz), her bir Boole
fonksiyonuna da en az iki kombinezonsal devre (sentez) karş� düşürülebilir.

Verilen bir kombinezonsal devreye karş� düşen Boole fonksiyonunun bulunmas�,
devrenin analiz edilmesine karş� düşer (Giriş/ç�k�ş ilişkisinin analitik ifadesi). Analiz
işlemi, bilindiği gibi, devreler teorisinde, çeşitli yöntemlerle yap�lmaktad�r- örneğin
çevre, düğüm yöntemleri gibi- Oysa lojik devrelerde analiz işlemi, her bir ç�k�şa ilişkin
bir Boole fonksiyonun bulunmas�yla yap�labilir. Bu fonksiyonlar�n bulunmas� devreler
teorisindekine göre  çok daha basit ve kolayd�r.

Analizi yap�lacak devre giriş ve ç�k�şlar� belirlenmiş bir kapal� kutu olarak verilmiş
olsun. Kombinezonsal devrenin ç�k�ş�, tan�m gereğince girişler cinsinden yegane
olarak belirlendiğine göre, her bir girişe bir bağ�ms�z değişken karş� düşürülüp
fonksiyon olarak bulunur. Her bir giriş permütasyonu ve buna ilişkin ç�k�ş, devrede
gözlenerek bir doğruluk tablosu oluşturulur. Bu tabloya karş� düşen  Boole fonksiyonu,
analiz için aranan fonksiyondur. Örneğin şekil 3.8 de üç girişli ve tek ç�k�şl� bir
kombinezonsal devre ve buna  ilişkin doğruluk tablosu verilmiştir. İleride nas�l elde
edebileceğimizi göreceğimiz gibi, bu fonksiyon f = x

1
x

2 
+ x'

3
 Boole fonksiyonuna

eşdeğerdir.

x1
x2

x3

f
Kombinezonsal

devre
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Girişler
bağ�ms�z

egişkenler

Bağ�ml� değişkenler

x1 x2 x3 f x1x x3� x1x2+x3�

0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 1
0 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1
1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0 1

Şekil 3.8  Örnek kombinezonsal devreye ilişkin doğruluk tablosu ve karş� düşen
Boole fonksiyonu.

Analizi yap�lacak kombinezonsal devre, bir kapal� kutu biçiminde değil de, kap�
elemanlar� ve bağlant�lar�yla verilmiş olsun. Bu durumda analiz için gerekli olan
fonksiyon, doğruluk tablosuna gerek olmadan, formül biçiminde bulunabilir. Tutulacak
yol, her kap�n�n tan�m bağ�nt�s�n� kullanarak, kap� ç�k�ş�n�n girişleri cinsinden yaz�lmas�
ve bu işleme devrenin ç�k�ş�na gelinceye kadar  devam edilmesidir. Şekil 3.9 de bir
örnek verilmiştir.

x'3

x1x2
f =x1x2+x3'

x1

x3

x2

Şekil 3.9 Bir kombinezonsal devreye karş� düşün Boole fonksiyonunun bulunmas�na
örnek

Giriş ve ç�k�şlar� belli (doğruluk tablosu veya fonksiyonu belli) bir kutuya ilişkin, kap�
elemanlar�nda oluşmuş devrenin bulunmas�, sentez işlemi, lojik devrelerde en az iki
çözümlüdür. n-değişkenli bir Boole fonksiyonuna, 1. ve 2. tip kanonik aç�n�mlardan
yararlanarak, her birine birer tane olmak üzere, en az iki kombinezonsal devre karş�
düşürülebilir. 1. tip kanonik aç�n�m için çarp�mlar terimleri, n-girişli VE kap�lar�yla;
çarp�mlar terimlerinin toplam� olan fonksiyon da, n-girişli VE kap�lar�n�n ç�k�şlar�n�n bir
VEYA kap�s�n�n girişine verilmesiyle, VEYA kap�s�n�n ç�k�ş�nda, iki seviyeli olarak elde
edilir. Sonuç çarp�mlar terimlerinin toplam� VE-VEYA devresidir. VE kap�lar� 1., VEYA
kap�s� 2. Seviye ye karş� düşer.
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f f

1.seviye 1. seviye1.seviye 2. seviye 2. seviye

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(a) çarp�mlar terimlerinin toplam� (b)toplamlar terimlerinin çarp�m�
Birinci tip Kanonik aç�n�m İkinci tip kanonik aç�n�m

 f = f ( i )mi∑ f = (f ( i )+Mi∏ )

Şekil 3.10 Bir Boole fonksiyonuna ilişkin iki iki-seviyeli en genel biçimde
kombinezonsal devre.

2. tip kanonik aç�n�m için de, benzer biçimde, önce VEYA kap�lar�  sonra VE kap�s�
kullan�larak, iki seviyeli bir kombinezonsal devre elde edilir. Sonuç toplamlar
terimlerinin çarp�m� VEYA-VE devresidir. VEYA kap�lar� 1., VE kap�s� 2. Seviye ye
karş� düşer.
Şekil 3.10 a da bir Boole fonksiyonunun 1. tip kanonik aç�n�m�na ilişkin, şekil 3.10 b

de de ayn� fonksiyonun 2. tip kanonik aç�n�m�na ilişkin iki seviyeli kombinezonsal
devreler en genel biçimde verilmiştir.
Şekilde görüldüğü gibi, İki-seviyeli gerçekleştirilmelerde devrenin cevap verme

süresinin, iki-kap� eleman� gecikmesinin toplam� kadar olduğu, genel olarak
söylenebilir.

Örneğin

f(x1x2
x3) = Σ 5,6,7

  = x
1
x'

2
x

3
+x

1
x

2
x'

3
+x

1
x

2
x

3

  = Π 0,1,2,3,4
  = (x

1
+x

2
+x

3
) (x

1
+x

2
+x'

3
� (x

1
+x'

2
+x

3
) (x

1
+x'

2
+x'

3
 )(x1+x

2
+x

3
)

fonksiyonuna ilişkin iki iki seviyeli kombinezonsal devre Şekil 3.11 de verilmiştir.
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x1
x2
x '3

x1
x '2
x3

x1
x2
x3

x1
x2
x3

x1
x2
x '3

x1
x '2
x3

x1
x '2
x '3

x '1
x2
x3

f f

Şekil 3.11. Bir örnek Boole fonksiyonuna ilişkin iki iki-seviyeli kombinezonsal devre.

Tan�m 3.8. Bütün işlemler (elemanlar): Herhangi bir Boole fonksiyonu, belli
işlemlerle (elemanlarla) ifade edilebiliyorsa (gerçekleştirilebiliyorsa), bu işlemler
(elemanlar) bir bütün oluşturuyor denir.

Örneğin toplama, çarpma, tümleme işlemleri (VE, VEYA, TÜMLEYEN kap�
elemanlar�) bir bütün oluştururlar. Bütün Boole fonksiyonlar�n�n 1. ve 2. kanonik
aç�n�mlar� vard�r ve bu aç�n�mlar toplama, çarpma, tümleme işlemleriyle ifade edilirler.

Teorem 3.3. Toplama ve tümleyen işlemleri (VEYA, TÜMLEYEN elemanlar�) ile
çarpma ve tümleyen (VE, TÜMLEYEN işlemleri) bir bütün oluştururlar.

Tan�t:
İlki için, eksik olan çarpma işlemi, tümleyen ve toplama işlemleriyle

xy =  ( x' + y' )'
biçiminde elde edilir. Burada yaln�z toplama ve tümleyen işlemleri vard�r.
İkincisi için, eksik olan toplama işlemi, tümleyen ve çarpma işlemleriyle

x + y = ( x'.y' )'
biçiminde elde edilir. Burada yaln�z çarpma ve tümleyen işlemleri vard�r.  O nedenle

bu işlemler birer bütün oluştururlar.

Tan�m 3.9. Minimal bütün işlemler (elemanlar): Bütün işlemlerin (elemanlar�n)
say�s� minimum ise bu işlemler (elemanlar) bir minimal bütün oluşturuyor denir.

Teorem 3.4. TÜVE veya TÜVEYA işlemleri (elemanlar�) birer minimal bütün
oluştururlar.

Tan�t:
x.y = [ (xy)' (xy)' ]'
x + y = [ (xx)' (yy)' ]'
x' = (xx)'

olduğundan TÜVE işlemi bir minimal bütün oluşturur.
TÜVEYA işleminin minimal bütünlüğü, benzer biçimde tan�tlanabilir. Şöyle ki

x.y = [ (x+x)' + (y+y)' ]'
x + y = [ (x+y)' (x+y)' ]'
x' = (x+x)'

d�r.
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Şekil 3.8 a da verilen iki seviyeli devrede, VE kap�lar�n�n ç�k�şlar�n�n tümleyenlerini
ve VEYA kap�lar�n�n girişlerinin de tümleyenlerini ald�ğ�m�z� düşünsek, giriş ç�k�ş
aç�s�ndan sonuç değişmeyecektir. Teorem gereğince tümleyenin tümleyeni kendisine
eşittir. Öte yandan  bütün girişleri tümleyen olan bir VEYA kap�s� bir TVE kap�s�na
eşdeğerdir,  çünkü De Morgan teoremi gereğince

(x'1+ x'2+ x'3 +...+ x'n) = (x1.x2.x3....xn)'

dir. Bu sonuca göre 1.tip kanonik aç�n�ma karş� düşen iki-seviyeli gerçeklemede,
bütün kap�lar� TVE kap�lar�yla yer değiştirdiğimizde; elde edilen devre ilk devreye
eşdeğer, üstelik bütün elemanlar� ayn� tip kap� elemanl�d�r. Bak�n�z Şekil 3.12.

f f

1.seviye 1. seviye2. seviye 2. seviye

f

1.seviye 2. seviye

= =

Şekil 3.12 Yaln�zca TVE kap�lar� kullan�larak bir Boole fonksiyonunun en genel
gerçekleştirilişi

Benzer biçimde 2 kanonik aç�n�m için de yal�n�zca TVEYA kap�lar�yla ( bütün kap�lar�
TVEYA kap�lar�yla değiştirerek) en genel bir devre verilebilir.

Görülüyor ki bütün Boole fonksiyonlar�n�, gerektiğinde ayn� tip kap� elemanlar�yla
gerçekleştirmek olas�d�r. Tümleşik devre teknolojisi aç�s�ndan bu sonuç  yararl�d�r.

Tan�m 3.10. Bir mant�k devresine ilişkin graf (çizge): Her bir kap� eleman�na bir
düğüm, her bir  giriş ve ç�k�şa da işaretin ak�ş�na göre yönlendirilmiş bir topolojik
eleman karş� düşürülerek, elde edilen çizgeye denir.

Örneğin şekil 3.12a daki mant�k devresine ilişkin çizge, Şekil 3.12 b de verilmiştir.

B

A C
x1

x2

x3

x1

x1

x2 x3

A B C

f
f

a)Örnek mant�k devresi. b) Örnek mant�k devresine ilişkin çizge
Şekil.3.12. Bir mant�k devresi ve çizgesi.
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Tan�m 3.11. Yol: Bir çizgeye ilişkin bir A düğümünden hareketle, topolojik
elemanlar�n yönleri doğrultusunda ilerleyerek, bir B düğümüne var�l�yorsa, A ve B
düğümleri aras�nda bir yol vard�r denir.

Tan�m 3.12. Çevre: İki ucu birleşik yola çevre denir.

Tan�m 3.13. İleri beslemeli mant�k devresi: Çizgesi, bir çevre içermeyen mant�k
devresine denir.

Örneğin Şekil 3.12 b de verilen mant�k devresi ileri beslemelidir.

Teorem 3.5. İleri beslemeli bir mant�k devresi kombinezonsald�r.

Tan�t: Önce "ileri beslemeli bir mant�k devresinde, yaln�zca devre girişlerini veya bir
alt kümesini giriş kabul eden,  en az bir kap� eleman� vard�r" önermesinin doğru
olduğunu tan�tlayal�m. Varsayal�m ki bu önerme yanl�ş. Herhangi bir kap� eleman�
seçelim, girişlerinden en az biri, varsay�m gereğince,  bir başka kap� eleman�n�n
ç�k�ş�d�r. Bu yeni kap� eleman� da, varsay�m gereğince, bir başka kap� eleman�n�n
ç�k�ş�ndan beslenmek zorundad�r. Böylece devam edilirse, kap� elemanlar� sonlu ve
devre birleşik olduğundan, ayn� bir devre eleman� iki defa hesaba kat�lmak zorundad�r.
Bu devrenin ileri beslemeli olmad�ğ�n� gösterir, varsay�mla çelişir. O halde varsay�m
yanl�ş, yani ileri beslemeli bir mant�k devresinde, girişleri yaln�zca devrenin girişleri
olan, en az bir kap� eleman� vard�r.

Yukar�da sözü edilen kap�lara 1 kap�lar� diyelim. Öyle kap�lar vard�r ki girişleri x
1
. .xn

ve 1 kap�lar�n�n ç�k�şlar� olsun. Bunlara da 2 kap�lar� diyelim. 1 ve 2 kap� ç�k�şlar�
yaln�zca x1. .xn girişleri cinsinden ifade edilebilir. Böyle devam edilerek devrenin
ç�k�şlar�na var�l�r. Her bir kap� ç�k�ş� daha öncesine giderek yegane olarak x

1
. . xn

girişleriyle belirlendiğine göre, ç�k�şta x
1
. .xn le yegane olarak belirlenir. O halde devre

kombinezonsald�r.

Tan�m 3.24. Geri beslemeli mant�k devresi: Bir mant�k devresine ilişkin çizge, bir
çevre içeriyorsa, bu devreye geri beslemeli devre denir.

Teorem 3.6. Geri beslemeli mant�k devreleri, kombinezonsal veya kombinezonsal
olmayan (ard�ş�l) olabilir.

Tan�t� bir örnek üzerinden yapabiliriz. Şekil 3.13 de verilen geri beslemeli mant�k
devresi kombinezonsald�r. f ç�k�ş fonksiyonu, girişler cinsinden yegane olarak belirlenir
ve

f= [(x'1+ f ) x2 + x1 ]x3 =  [(x'1+ f + x1 ) (x2 + x1)  ]  x 3 = ( x
1
+x

2
)x

3 dür

f
x2 x3x1

x ' 1

Şekil 3.13. Kombinezonsal olan bir geri beslemeli mant�k devresi.
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Şekil 3.14 de verilen, geri beslemeli devre; kombinezonsal değil, ard�ş�ld�r.
f=x

1
x3+x

2
x

3
f olup s�ras�yla t

0
,t
1
,t

2
,t

3 anlar� için x
1
x

2
x

3
= 000, 011, 111, 011 girişleri

uyguland�ğ�nda, ç�k�şlar 0,0,1,1 dir. Ayn� 011 girişi için ç�k�şlar farkl� olduğundan, devre
kombinezonsal olamaz. Uygulanan giriş dizisi ayr�ca tablo biçiminde verilmiştir.

f
x2 x3x1

x 1

[ ] fxxxxx f)x(xx )x(x f)(xx x+x f)+(x=f 323132132113121 +=+=++=

x1 x2 x3 f

t0 0 0 0 0
t1 0 1 1 0
t2 1 1 1 1
t3 0 1 1 1

Şekil 3. 14.Kombinezonsal olmayan (ard�ş�l) bir geri beslemeli mant�k devresi.

3.4 Özet

Bu bölümde iki değerli Boole cebrinin uyguland�ğ� önermeler cebri ve kap�
elemanlar�ndan oluşan mant�k devreleri incelenmiştir. Bu devrelerin davran�şlar�n�n
Boole fonksiyonlar�yla temsil edilebileceği gösterilmiştir. Belli bir davran�ş biçimi
betimleyen Boole fonksiyonlar�n�n,  kap� elemanlar�ndan oluşan devrelerle nas�l
gerçekleştirilebileceği konular� ele al�nm�şt�r.
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BBÖÖLLÜÜMM  44  KKOOMMBBİİNNEEZZOONNSSAALL  DDEEVVRREE  SSEENNTTEEZZİİ

Önceki bölümde,  kap� devrelerine ilişkin Boole fonksiyonlar�n�n bulunmas�, analiz
sorunu incelenmişti. Ayr�ca bir Boole fonksiyonuna ilişkin, kap� devresinin bulunmas�,
sentez sorunu da ele al�nm�ş; 1. ve 2. tip kanonik aç�n�mlara ilişkin genel iki seviyeli
devreler verilmiştir. Bu bölümde ise sentezin, daha az say�da  kap� elemanlar�yla,
gerçekleştirilmesi üzerinde durulacakt�r. Bundan sonraki ad�m da, pratikte
kombinezonsal devre sentezinin, nas�l yap�lacağ� örneklerle  incelenecektir.

4.1 Giriş

Amaç, verilen bir fonksiyona eşdeğer, fakat karmaş�kl�ğ� daha az olan, fonksiyonlar�n
bulunmas�d�r. Bir Boole fonksiyonunun karmaş�kl�ğ� veya ona karş� gelen devrenin
karmaş�kl�ğ�, tan�mlanmas� oldukça zor bir kavramd�r. Değişik kriterlere göre bir
fonksiyonun veya devrenin karmaş�kl�ğ� değişmektedir. Örneğin fonksiyonun
karmaş�kl�ğ�, gerçekleştirilmesinde kullan�lan toplam eleman say�s�na göre, eleman
girişleri say�s�na (giriş yelpazesi), kolay onar�labilir olmas�na, hata saptamas�n�n
kolayl�ğ�na, farkl� eleman gruplar� kullan�lmas�na göre farkl� biçimlerde tan�mlanabilir.
İdeal olan�, bütün kriterlere cevap yerebilen, bir karmaş�kl�k tan�m�d�r. Oysa çeşitli
kriterler için, gerçekleştirilen fonksiyonlar�n devreleri, birbiriyle çelişen sonuçlar
verebilir. Örneğin eleman say�s� az olan basit bir devre, hata saptanmas� bak�m�ndan
karmaş�k olabilir, İstenen ideal tan�m�n yap�lmas�ndaki güçlük nedeniyle, tutulan yol,
belli koşullar alt�nda, minimal karmaş�kl�k tan�m�n�n verilmesidir.

Tan�m 4.1. Minimal (indirgenmiş) fonksiyon: Bir g fonksiyonu, f fonksiyonuna
eşdeğer, çarp�mlar toplam� (toplamlar çarp�m�) biçiminde, minimum say�da minimum
değişkenli terimden oluşuyorsa; g ye f  in minimal fonksiyonu denir.

f(x
1
x

2
x

3
) = Σ 0,1,5,6,7

f(x
1
x

2
x

3
) = x'

1
x'

2
x'

3 
+ x'1x'

2
x

3
+ x

1
x'

2
x

3 + x1x2
x'

3
+ x

1
x

2
x

3

fonksiyonuna eşdeğer
g1(x1x2

x
3
) = x

1
x

2
+x

1
x

3 + x'
1
x'

2

fonksiyonu tan�ma uygun bir minimal fonksiyondur. Oysa
g2(x1x2

x3) = x
1
(x

2
+ x

3
) + x'1x'

2

biçiminde yaz�lan, g2 eşdeğer fonksiyonu, çarp�mlar toplam� biçiminde olmad�ğ�ndan,
tan�m gereğince minimal değildir. Her bir fonksiyona ilişkin devreler Şekil.4.1 de
verilmiştir.
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x1

x2

x3

f

x1

x2 x2

x3

x1

x2

x1

x1

x2

x3

x2

x1

x1

g

g

a

b

c

(a) f = x1'x2'x3' + x1'x2'x3 + x1x2x3' + x1x2x3 + x1x2'x3

(b) g = x1x2 + x1x3 + x'1x'2
 (c) g = x1(x2 + x3 ) + x'1x'2
Şekil.4.1.Tan�ma uygun minimal ve minimal olmayan fonksiyonlar ve devreleri.

Minimal fonksiyona ilişkin devre, genel gerçekleştirmeye göre hem kap� say�s� hem
de kap�lara ilişkin giriş yelpazeleri bak�m�ndan daha basittir. Gerçekleştirmede terimler
kap� elemanlar�na ve terimlerdeki değişken say�s� da giriş yelpazelerine karş� düşer. 2.
seviyedeki eleman�n giriş yelpazesi terim say�s� kadard�r.

Tan�m 4.2. İndirgenemeyen ( irreducible, irredundant) fonksiyon: Bir f
fonksiyonuna eşdeğer indirgenemeyen g fonksiyonu, çarp�mlar toplam� biçiminde olan
ve herhangi bir değişkeni kald�r�ld�ğ�nda f  le eşdeğerliği bozulan fonksiyondur.

Örneğin
f(x1x2

x
3
) = Σ 0,2,3,4,5,7

f(x1x2
x

3
) = x'1x'

2
x'

3
 + x'1x2x'

3
+ x'1x2

x
3 + x

1
x'

2
x'

3
+ x

1
x'

2
 x3+ x

1
x

2
x

3

fonksiyonuna eşdeğer
g
1
(x
1
x

2
x

3
)= x'

1
x'

3
+x'

2
x'

3
+x

2
x

3
+x

1
x

3

fonksiyonu indirgenemeyendir, fakat minimal değildir.

Sonuç 1. Her minimal fonksiyon indirgenemeyendir, karş�t� doğru değildir.

Sonuç 2. Ayn� bir fonksiyona ilişkin birden fazla minimal veya indirgenemeyen
fonksiyon olabilir. Bir başka deyişle minimal veya indirgenemeyen fonksiyonlar yegane
değildir.

Önceki örnekteki f e eşdeğer
g

2
(x
1
x

2
x

3
)= x'1x'

3
+x1x'

2
+x2x3   

ile

g3 (x
1
x

2
x

3
) =x'1x2

 +x'2x'
3
+x1x3

fonksiyonlar� hem indirgenemeyen hem de minimal fonksiyonlard�r.
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1 tip aç�n�m için, verilen minimal fonksiyona ilişkin devrede, VE kap�lar�n�n say�s�, VE
kap�lar�n�n giriş yelpazesi, VEYA kap�s�n�n giriş yelpazesi azal�r. Benzer biçimde 2. tip
aç�n�m için verilen minimal fonksiyona ilişkin devrede, VEYA kap�lar�n�n say�s�, VEYA,
kap�lar�n�n giriş yelpazesi ve VE kap�s�n�n giriş yelpazesi azal�r.

Minimal fonksiyonlar�n bulunmas�na ilişkin iki yöntem verilecektir. Birincisi, Quine Mc-
Cluskey yöntemi diye de bilinen, tablo yöntemi olup, genel ve bilgisayar
programlamas�na elverişlidir. İkincisi Karnaugh diyagram� yöntemidir. Bu yöntem,
bağ�ms�z değişken say�s� az olan (3,4,5, gibi) fonksiyonlar�n minimalleştirilmesinde,
kolayl�k sağlar.

4.2 Tablo Yöntemiyle Minimal Fonksiyonlar�n Bulunmas�

Bu bölümde önce yöntemi tan�t�p, sonra ad�mlar�n� ayr� ayr� inceleyeceğiz.

4.2.1 Tablo yöntemi

Önce 1. tip sonra benzer yolla 2. tip kanonik aç�n�m için minimalleştirmeyi
inceleyeceğiz.

Tan�m 3.4. Örten (cover) fonksiyon: g fonksiyonun 1 değerini ald�ğ� her giriş için f
fonksiyonu da 1 değerini al�yorsa, g ye f için gerekir veya f, g yi örtüyor denir. S�ras�yla

g→ f veya f ⊇ g ile gösterilir.

Tablo 4 1de.verilen h = x'
1
x'

2
+ x

1
x

2
x

3 fonksiyonu f = x
1
+x'

2
  için gerekir (h→ f), veya f ,

h y� örter (f⊇h).

Tablo 4.1. Gerekir veya örten fonksiyonlara örnek (f⊇ h, h→ f)
x
1

x
2

x
3

h f

0 0 0 1 1
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
1 0 0 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1

Tan�m 4.4. Asal bileşen (prime implicant) Eğer p çarp�mlar terimi, f  taraf�ndan
örtülüyor (p→ f) ve p deki herhangi bir değişken kald�r�ld�ğ�nda f, p yi örtmüyorsa;  p ye
f in asal bileşenidir denir.

Örneğin f(x1x2
x

3
) = x'

1
x

2
+ x1x3

 + x'2x'3  fonksiyonu için p = x'1x2
 bir asal bileşendir.

Çünkü p = x'1x2
  de ,  x'1 ve x2  kald�r�ld�ğ�nda, s�ras�yla geriye kalan x2  ve x'1 , f

taraf�ndan örtülmemektedir.

Teorem 4.1. Bir fonksiyona ilişkin, indirgenemeyen fonksiyondaki çarp�mlar terimleri
asal bileşenlerdir.

Tan�t: f e eşdeğer ve indirgenemeyen bir fonksiyon f* olsun. (α) da, f in asal bileşeni
olmayan, bir çarp�mlar terimi olsun ve f* da görülsün. (α) asal bileşen olmad�ğ�ndan en
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az�ndan bir değişken silindiğinde, f* ile f in eşdeğerliği bozulmaz, fakat f* indirgenemez
olmaktan ç�kar. Varsay�m�m�zla çelişiyor o halde (α) asal bileşen olmak, zorundad�r.
Bir başka deyişle f* daki  bütün çarp�mlar terimleri, f in bir asal bileşeni olmak
zorundad�r.

Bu teoremden, bir fonksiyonun minimalleştirilmesinde önce bütün asal bileşenlerin
bulunmas� gerektiği ortaya ç�kmaktad�r. Sonra da bulunan asal bileşenlerden,
toplamlar� minimal  fonksiyonu veren, minimum say�da asal bileşenler, alt kümesinin
bulunmas� gerekecektir.

Tan�m 4.5. Temel asal bileşen (Essential prime implicant) Bir asal bileşen, bir
doğru minterimi örtüyor ve başka hiçbir asal bileşen ayn� doğru minterimi örtmüyorsa,
bu asal bileşene Temel asal bileşen denir.

f  fonksiyonunun bütün doğru minterimlerinin, f e eşdeğer indirgenemeyen veya
minimal g fonksiyonu taraf�ndan örtülmesi gerektiğinden, f in bütün temel asal
bileşenleri, g de  görülmek zorundad�r.

Yukar�daki aç�klamalar�n �ş�ğ�nda, tablo yöntemiyle bir fonksiyonun
minimalleştirilmesini üç ad�mda özetleyebiliriz.

1. Bütün temel asal bileşenler bulunup, minimal fonksiyona hepsi birlikte al�n�r.

2. Temel asal bileşenlerin örttüğü asal bileşenler, minimal fonksiyonda görülmezler,
yani at�l�rlar.

3.  Birinci ad�mda, f in bütün doğru minterimleri temel asal bileşenler taraf�ndan
örtülüyorsa; minimal fonksiyon yeganedir ve  temel asal bileşenler toplam�na
eşittir.

4.  Aksi halde bulunan temel asal bileşenlere, öyle minimum say�da asal bileşen
eklemeliyiz ki temel asal bileşenler ve seçilen bu asal bileşenler birlikte, f
fonksiyonunu örtsünler ve ona eşit olsunlar. Bu dördüncü  ad�m, direkt olarak
hemen yap�lamayabilir, sistematik, kural� ileride verilecektir.

4.2.2 Asal Bileşenlerin Bulunmas�

Belli koşullar alt�nda, k değişkenli iki çarp�mlar terimi, (k-1) değişkenli bir çarp�mlar
terimine dönüşebilir. (k) değişkenli iki çarp�mlar teriminde,  (k-1) değişken, değişkenler
ve tümleyenleri bak�m�ndan tamamen ayn� ve yaln�zca bir değişken terimlerden birinde
kendisi, diğerinde tümleyeni biçiminde görülüyorsa; bu iki terim birleşir. Bu birleşme
sonunda, farkl� olan değişken kaybolur. Geriye, her iki terimde ortak ve ayn� (k-1)
değişkenlerden oluşan,  bir terim kal�r. Matematiksel olarak

Aa' + Aa = A (a+a') = A.1 =A
bağ�nt�s� düşünülmektedir. Öyle ki A, (k-1) tane, değişkenler ve tümleyenleri

bak�m�ndan tamamen ayn�, değişkenden oluşur. (a) ise yaln�zca bir değişkendir. Bu
işleme "birleştirme işlemi" diyeceğiz. Birleşme sonucu, iki tane k değişkenli çarp�mlar
terimi yerine, bir tane, (k-1) değişkenli, bir çarp�mlar terimi bulunur. Örneğin

x'1x2x3x'4 + x'1x2x3x4 =
= x'1x2 x3 ( x4 + x'4)
= x'1x2x3.1
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= x'1x2x3

dür. (x'1x2x3x'4)  ve (x'1x2x'3x4) çarp�mlar terimleri, yukar�da aç�kland�ğ� anlamda
birleştirilmeye uygun değildir. Çünkü x3x4  gibi, iki değişken, her iki terimde farkl�
biçimler de görülmektedir: birinde x'3x4

 diğerinde x3x'4 biçimindedir.
Doğru minterimler üzerinden yap�lan birleştirme işlemi, doğru minterimlerin ikili

tabanda temsil edilişlerinden yararlanarak, daha kolay yap�labilir. Örneğin
x'1x2x3x'4   minteriminin iki taban�ndaki temsili 0110 ile
x'1x2x3x4 minteriminin iki taban�ndaki temsili 0111 ile

yap�ld�ğ�nda (bak�n�z bölüm 2.5. Anahtar fonksiyonlar�n�n kanonik aç�n�mlar�)
görülüyor ki yaln�z en az ağ�rl�kl�  basamaktaki sayamaklar farkl�, diğer basamaklardaki
sayamaklar ise ayn�d�r. O halde birleştirme sonucu (011-)e karş� gelen terim x'1x2x3

ç�kar, (-) kaybolan değişkenin bulunduğu basamakta görülür. Sonuç olarak, 1 say�s� (0
say�s�) yaln�zca bir fark eden, iki taban�ndaki say�lar�n temsil ettiği doğru minterimler
karş�laşt�r�lmad�r.

Birleştirme işlemi, ard arda yap�larak, değişken ve terim say�s� daha da azalt�labilir.
Örneğin aşağ�daki  dört çarp�mlar terimine, birleşme işlemi ard arda uygulanarak, 2
değişkenli, bir çarp�mlar terimi elde edilir.

x1x2x'3x'4 + x1x2x3x'4+ x1x2x'3x4 + x1x2x'3x'4 = x1x2x'3 (x'4+x4) + x1x2x3 (x'4+x4) = x1x2 (x'3+
x3) = x1x2

Bu işlemlerin sistematik, bir biçimde yap�labilmesi için tutulacak yol ad�m ad�m
aşağ�daki gibi özetlenebilir:
1. Doğru minterimler öyle grupland�r�l�r ki ayn� grupta olan doğru minterimlerin, ikili

tabanda temsili olan say�lardaki 1 say�lar� ayn� olsun. Bulunan gruplar,
içerlerindeki 1 say�s�na göre, dizinlenerek (indislenerek) s�raland�r�l�r.

2. En küçük dizinli (indisli) gruptaki her bir iki tabanl� say�, bir sonraki dizinli grupta ki
her bir say� ile karş�laşt�r�l�r. Birleştirilmeye uygun çiftler varsa birleştirilir. Bu
işleme, i. dizinli gruptaki her bir iki tabanl� say� ile (i+1) dizinIi gruptaki her bir iki
tabanl� say�, teker teker karş�laşt�r�l�p, olas� olanlar birleştirilerek, bütün gruplar
bitinceye kadar devam edilir. Komşu gruplardan, iki taban�nda temsil
edildiklerinde, yaln�zca bir basamaktaki sayamağ� fark eden, terimler birleştirilir.
Elde edilen sonuç terimde, birleştirilen iki terimin, karş�l�kl� basamaklardaki ortak
sayamaklar, aynen saklan�r, farkl� olan sayamaklar�n bulunduğu basamağa (-)
konur. Böyle birleşmeye giren terimler √ ile işaretlenir. Ayn� bir terimin birden
fazla birleşmeye girebileceği gözden kaç�r�lmamal�d�r. Sonuçta yine ayn� dizinli
gruplar oluşturulur.

3. Bu ad�mda yap�lan işlem öz olarak ikinci ad�mdakinin ayn�d�r. Komşu gruplardaki
terimler,  yaln�zca bir basamaktaki sayamaklar� farkl� ve ayn� basamaklarda (-)
işareti taş�yorlarsa, birleştirilebilir. İkinci ad�mdaki işlemler tekrarlan�r. İşleme yeni
bir birleştirilebilen terim bulunamayana  kadar devam edilir. √ ile işaretlenmiş
terimler asal bileşenlerdir. Çünkü her biri f için gerekir ve başka bir çarp�mlar
terimi taraf�ndan örtülmezler.

f = Σ 0,1,2,5,7,8,9,l0,13,15 fonksiyonunun asal bileşenlerini bulal�m. 1. ad�ma ilişkin
tablo, Tablo 4.2a da ve sonraki ad�mlara ilişkin tablolarda Tablo 4.2.b c de verilmiştir.
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Tablo 4.2. Örnek fonksiyona ilişkin asal bileşenlerin bulunmas�ndaki  tablolar.
x1 x2 x3 x4 x1 x2 x3 x4

G1 √0 0 0 0 0 √0,1 0 0 0 -
√1 0 0 0 1 G'1 √0,2 0 0 - 0

G2 √2 0 0 1 0 √0,8 - 0 0 0

√8 1 0 0 0 √1,5 0 - 0 1
√5 0 1 0 1 √1,9 - 0 0 1

G3 √9 1 0 0 1 G'2 √2,10 - 0 1 0
√10 1 0 1 0 √8,9 1 0 0 -
√7 0 1 1 1 √8,10 1 0 - 0

G4 √13 1 1 0 1 √5,7 0 1 - 1
G5 √15 1 1 1 1 G'3 √5,13 - 1 0 1

√9,13 1 - 0 1
G'4 √7,15 - 1 1 1

√13,1
5

1 1 - 1

(a) (b)

x1 x2 x3 x4

G"1 0,1,8,9 - 0 0 -
0,2,8,10 - 0 - 0

G"2 1,5,9,13 - - 0 1
G"3 5,7,13,15 - 1 - 1

(c)

Örneğin Tablo 4.2a da gruplaşmalar yap�ld�ktan sonra G2 deki 1 ile G3 deki 5

birleştirilmiş, (0-01) bulunmuş, Tablo 4.2b deki tabloya (1,5) (0-01) olarak aktar�lm�ş, 1.
ve 5. terimler √ ile işaretlenmiştir. Kaybolan 2. basamaktaki sayamak yerine (-)
gelmiştir. İşleme benzer biçimde devam edilmiştir. sonuçta √ ile işaretlenmemiş (-00-),
(-0-0), (- -01), (-1-1) lere yani s�ras�yla  x'2x'3;  x'2x'4; x'3x4;  x2x4  asal bileşenlerine
var�lm�şt�r.

4.2.3 Asal  bileşenler  tablosu  ve  minimal  fonksiyonlar�n  bulunmas�

Sütunlar�nda, fonksiyona ilişkin doğru minterimlerin, sat�rlar�nda ise asal bileşenlerin
bulunduğu tabloya, asal bileşenler tablosu diyeceğiz. Eğer bir sat�rdaki asal bileşen, bir
sütundaki doğru minterimi örtüyorsa, bu sat�r ve sütunun kesiştiği yere x işareti konur.
Örneğin Tablo 4.2. de asal bileşenlerini bulduğumuz fonksiyona ilişkin, asal bileşenler
tablosu Tablo 4.3. de verilmiştir. Bulunan asal bileşenlerin öyle bir minimal alt kümesi
seçilmelidir ki bütün doğru minterimler örtülsün. Yani tablodaki her bir sütun, seçilen
asal bileşenlere ilişkin sat�rlarda, en az bir x işareti bulundurmal� ve asal bileşenlerdeki
değişken say�s� olabildiğince minimal olmal�d�r.
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Asal bileşenler tablosunun bir sütununda, yaln�zca bir x işareti varsa, bu işaretin
bulunduğu sat�ra ilişkin asal bileşen, temel asal bileşendir. Çünkü sütundaki doğru
minterim, yaln�zca bu asal bileşen taraf�ndan örtülmektedir. Temel asal bileşenin
bulunduğu sat�ra temel sat�r denir. Temel asal bileşenleri ay�rt etmek için, x işareti, ⊗
biçimine dönüştürülüp, ilgili temel asal bileşen √ ile işaretlenir. Temel asal bileşenler
saptand�ktan sonra, bunlar�n örttükleri bütün minterimler √ ile işaretlenir. Örneğin x

2
x

4

ve x'
2
x'

4 temel asal bileşeni; 0,2,8 ve 10 sütunlar�n�n temsil ettikleri doğru minterimleri

örter. Eğer temel asal bileşenler doğru minterimlerin tamam�n� örtmüyorsa, başka asal
bileşenler eklemek gerekecektir. örneğimizde x

2
x

4 ve x'
2
x'

4 temel asal bileşenleri

0,2,5,7,8,10,13,15 doğru mintermlerini örter, fakat 1 ve 9 doğru mintermlerini
örtmezler. Temel asal bileşenlere ek olarak x'

3
x

4 veya x'
2
x'

3  asal bileşenlerini al�rsak

bütün doğru minterimler örtülmüş olur. O halde iki minimal fonksiyon

Tablo 4.3. Örnek fonksiyona ilişkin asal bileşenler tablosu.
x'1
x'2
x'3
x'4
0
√√√√

x'1
x'2
x'3
x4

1

x'1
x'2
x3

x'4
2
√√√√

x'1
x2

x'3
x4

5
√√√√

x'1
x2

x3

x4

7
√√√√

x1
x'2
x'3
x'4
8
√√√√

x1
x'

x'

x4

9

x1
x'2
x3

x'4
10
√√√√

x1
x2

x'3
x4

13
√√√√

x1
x2

x3

x4

15
√√√√

0,1,8,9 x'2x'3 x x x x
Temel sat�r 0,2,8,10 √√√√ x'2x'4 x ⊗ x ⊗

1,5,9,13 x'3x4 x x x x
Temel sat�r 5,7,13,15 √√√√ x2x4 x ⊗ x ⊗

f = x
2
x

4 
+ x'

2
x'

4
+x'

3
x

4  ve

f = x
2
x

4 + x'
2
x'

4
+x'

2
x'

3

dür.

4.2.4 Bütün İndirgenemeyen  ve  minimal  fonksiyonlar�n  belirlenmesi

Asal bileşenler  tablosunda, temel asal bileşenlerin örttükleri doğru minterimlerin
bulunduğu sütunlar ile temel asal bileşenlerin bulunduğu sat�rlar�n silinmesiyle bulanan
tabloya indirgenmiş asal bileşenler tablosu diyeceğiz.

Tablo 4.4 te f = Σ 0,1,3,4,7,13,15,19,20,22,23,29,31 fonksiyonu için asal bileşenler
tablosu verilmiştir. MSB (En çok ağ�rl�kl� bit) x1 değişkenine, LSB (En az ağ�rl�kl� bit) ise
x5 değişkenine karş� düşürülmüştür.
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Tablo.4.4 Örnek fonksiyona ilişkin asal bileşenler tablosu.
0 1 3

√√√√

4 7
√√√√

13
√√√√

15
√√√√

19
√√√√

20 22 23
√√√√

29
√√√√

31
√√√√

A=x2x3x5 ⊗ x ⊗ x
B=x3x4x5 x x x x
C=x'2x4x5 x x ⊗ x
D=x1x'2x3x4 x x
E=x1x'2x3x'5 x x
F=x'2x3x'4x'5 x x
G=x'1x'2x'3x5 x x
H=x'1x'2x'4x'5 x x
I=x'1x'2x'3x'4 x x

Görüldüğü gibi bu tabloda A ve C temel asal bileşenlerdir, Temel asal bileşenlerin
örttükleri doğru minterimler ise 3, 7, 13, 15, 19, 23, 29, 31 dir. Temel asal bileşenlerin
bulunduklar� sat�rlar�n, bu temel asal bileşenlerin örttükleri doğru minterimleri
bulunduklar� sütunlar�n, silinmesiyle bulunan, indirgenmiş asal bileşenler tablosu Tablo
4.5 te verilmiştir.

Tablo.4.5.Örnek fonksiyona  ilişkin indirgenmiş asal bileşen tablosu.
0 1  4 20  22

D          x
E        x  x
F      x  x   
G    X         
H  X    x     
I  x  x           

İndirgenmiş asal bileşenler tablosundan, minimal fonksiyonlar�n bulunmas�n�n genel
bir  yolu, indirgenmiş tabloda, asal bileşenleri değişken alan, bir önermeler
fonksiyonunun tan�mlanmas�d�r. 3. Bölümde, belli koşullar�n sağlanmas�na karş�
düşen, çarp�mlar toplam� biçiminde olan, örnek bir önerme fonksiyonu görmüştük.
Burada ise, toplamlar çarp�m� biçiminde görünen, bir p önerme fonksiyonunu elde
edeceğiz.
İndirgenmiş asal bileşenler tablosundaki,  f indirgeyeceğiz fonksiyona ait bir doğru

minterimin, asal bileşenler taraf�ndan örtülmesini,  toplamlar terimi olarak düşünebiliriz.
Öyle ki ilgilenilen doğru minterimin, sütunundaki (x) lara karş� düşen, bir ve/veya daha
fazla asal bileşen değişkeninin (1) olmas�, bu doğru minterimin örtüldüğünü gösterir.

Örneğin Tablo 4.5 teki (0) doğru minteriminin örtülmesini,  (H+I) ile ifade edebiliriz.
Bu demektir ki H ve I dan herhangi biri veya ikisi de (1) olduğunda,  (0) doğru minterimi
örtülür, aksi taktirde H+I=0 olur ve (0) doğru minterimi örtülmez.
İndirgenmiş asal bileşenler tablosundaki, bütün doğru minterimler için benzer

toplamlar terimleri oluşturulur. Minimal fonksiyonda bulunan asal bileşenleri belirleyen
p önerme fonksiyonunun, söz konusu edilen toplamlar terimlerinin çarp�m� biçiminde
olmas� gerekir. Ancak o zaman, indirgenmiş asal bileşenler tablosundaki, bütün doğru
minterimler örtülmüş olur.
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Buna göre  Tablo 4.5 teki indirgenmiş asal bileşenler tablosu için p önerme
fonksiyonu

P = (H+I) (G+I) (F+H) (E+F) (D+E)

bulunur. p önerme fonksiyonu çarp�mlar toplam� biçiminde düzenlenirse

p = EHI+EFI+DFI+EGH+DFGH

olur. Bu ifadeden indirgenmiş asal bileşenler tablosunun kapsanabilmesi için en az
üç sat�ra gereksinim olduğu anlaş�lmaktad�r. Örneğin E,H,I, sat�rlar�ndaki asal
bileşenler,  tablodaki bütün doğru minterimleri kapsar. p deki her bir çarp�mlar terimini,
arad�ğ�m�z asal bileşen grubu alarak, A ve C temel asal bileşenlerini de ekleyip 5 farkl�,
indirgenemeyen fonksiyon bulunur. p nin ifadesindeki sonuncu terimdeki değişken
say�s� diğerlerinden farkl� olduğu için, indirgenemeyen 5 fonksiyon aras�ndan
aşağ�daki 4 tanesi minimaldir.
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f(x
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) = A+C+E+G+H = x
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Bu yöntemle bütün minimal fonksiyonlar ve indirgenemeyen fonksiyonlar
bulunmaktad�r.

Göz önünde tutulmas� gereken bir konu, minimal fonksiyonu, önermeler
fonksiyonundan yararlanarak bulurken, seçilen asal bileşenlerdeki değişken say�s�
minumum olmal�d�r. Örneğin D, E, H, I, G  asal bileşenlerinden, varsayal�m G nin
değişken say�s� 4 değilde 3 olsayd�, yukar�da bulduğumuz 4 minimal fonksiyondan,
yaln�zca sonuncusu minimal olurdu, diğerleri olmazd�.
Şimdiye kadar, asal bileşen tablosunun incelenerek, bütün minimal fonksiyonlar�n

nas�l bulunacağ� bir örnek üzerinde verildi. Şimdi de asal bileşen tablosu karmaş�k
olduğu zaman ve bütün minimal fonksiyonlar� değil de, yaln�zca bir tanesinin
bulunmas� istendiğinde kullan�labilecek bir yöntem vereceğiz. Bu amaçla tutulacak
sistematik bir yol, örnek üzerinden verilecektir. Örnek fonksiyonumuz:

  f(x
1
x

2
x

3
x

4
x

5
) = Σ 1,3,4,5,6,7,10,11,12,13,14,15,18,19,20,21,22,23,25,26,27  ve

buna ilişkin asal bileşen tablosu Tablo 4.6a da verilmiştir.
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Tablo 4.6 Örnek fonksiyon ve ona ilişkin asal bileşen ve indirgenmiş asal bileşen
tablolar�

1
√√√√

3
√√√√

4
√√√√

5
√√√√

6
√√√√

7
√√√√

10 11 12
√√√√

13
√√√√

14
√√√√

15
√√√√

18 19 20
√√√√

21
√√√√

22
√√√√

23
√√√√

25
√√√√

26 27
√√√√

√√√√A=x'
2
x

3
x x x x ⊗ ⊗ x x

√√√√B=x'
1
x

3
x x x x ⊗ ⊗ x x

C=x
1
x'

3
x

4
x x x x

D=x
1
x'

2
x

4
x x x x

E=x
2
x'

3
x

4
x x x x

F=x'
1
x

2
x

4
x x x x

G=x'
3
x

4
x

5
x x x  x

H=x'
2
x

4
x

5
x x x x

I=x'
1
x

4
x

5
x x x x

√ J=x'
1
x'

2
x

5
⊗ x x x

√ K=x
1
x

2
x'

3
x

5
⊗ x

a) Asal bileşenler tablosu.

10 11 18 19 26
C x x x
D x x
E x x x
F x x 10 11 18 19 26
G x x C x x x
H x E x x
I x G x x

b) İndirgenmiş asal bileşenler tablosu. c) Sat�r  indirgemesi yap�lm�ş
asal bileşenler tablosu

Temel asal bileşenler A,B,J ve K olup, bunlar�n örttüğü minterimler √ ile
işaretlenmiştir. Temel asal bileşenlere ilişkin sat�rlar ve örttükleri doğru minterim
sütunlar�n�n kald�r�lmas�yla elde edilen indirgenmiş tablo Tablo 4.6 b de verilmiştir. Bu
tabloda temel asal bileşen sat�r� yoktur ama, baz� sat�rlar� kald�rmak olas�d�r. örneğin H
sat�r� yaln�z 19 da x bulundururken G sat�r� 11 ve 19 da x bulundurmaktad�r. H ve G
nin uzunluklar� ayn� olduğuna ve yaln�zca bir minimal fonksiyon bulmak istendiğine
göre H sat�r�n� kald�rabiliriz. Çünkü G asal bileşeni K n�n örttüğü 19 doğru mintermini
de örtmektedir.

Genel olarak, bir V asal bileşeninin örttüğü, bütün doğru minterimler; bir U asal
bileşenince de örtülüyorsa, U asal bileşenine karş� gelen sat�r, V asal bileşenine karş�
gelen sat�r� örtüyor denir. Gereksiz olan V asal bileşenine ilişkin sat�r kald�r�l�r. Tersi
doğru değildir.

Örnekte G, H' y�; E, F ve I' y�; C, D' yi kapsad�ğ�ndan ve hepsi de ayn� değişken
say�s�nda  olduğundan H, F, I ve D sat�rlar� kald�r�larak, Tablo 4.6 c deki, sonuç
indirgenmiş asal bileşenler tablosu bulunur. Bu tabloda C ve E temel asal bileşenlerdir,
ve minimal ifade de görülmek zorundad�r. Bütün (10,11,18,19,26) doğru minterimler C
ve E taraf�ndan örtüldüğünden minimal fonksiyon, daha önce bulduğumuz temel asal
bileşenlerle

f (x
1
x
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x

3
x

4
x

5
) = x'
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3
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3
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3
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4
 dür.
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İndirgenmiş asal bileşenler tablosunda, sütunlar�n da indirgenmesi söz konusudur.
örnekte 10. sütunundaki doğru minterimin örtülmesi için E veya F asal bileşenleri
seçilmek zorundad�r. 11. sütunundaki doğru minterim de E ve F taraf�ndan
örtüldüğünden, 11 sütunu silinebilir.

Bir asal bileşenler tablosunun i. sütununda x olan her yerde, j sütununda da x varsa j
sütunu i sütununu örter denir. Bu i ve j sütunlar�n�n birlikte bulunduğu bir tablodan elde
edilen minimal fonksiyon ile, yaln�zca i. sütununu bulunduran indirgenmiş tablodan
elde edilen minimal fonksiyon ayn�d�r. Çünkü i. sütundaki doğru minterim
düşünülürken, ayn� zamanda j. sütundaki doğru minterim de düşünülmüş olmaktad�r.
O halde j sütunu silinebilir. İndirgenmiş asal bileşenler  tablosunda bir örten sütunlar
varsa, bu sütun silinebilir.

Sat�r veya sütun indirgemesinin s�ras�n�n değişmesi, bir minimal fonksiyonun
bulunmas� aç�s�ndan, sonucu etkilemez. O nedenle, sat�r sütun indirgemeleri
(silmeleri) yaparak, basitleşen asal bileşen tablosunda, doğru minterimnleri örten
minimum say�da asal bileşen seçimi kolayca yap�labilir.

Tablo yöntemiyle bir minimal fonksiyonun bulunmas� ad�m ad�m aşağ�daki gibi
özetlenebilir.

1.  Doğru olan mintermlere ilişkin iki taban�ndaki say�lar, bulundurduklar� 1 say�s�na
göre grupland�r�l�r.  Ayn� say�da 1 bulunduran iki taban�ndaki say�lar ayn�
gruptad�rlar. Bu gruplar içerlerindeki 1 say�s�na göre s�raland�r�l�rlar.

2.  i. gruptaki iki taban�ndaki herhangi bir say�, (i+1) gruptaki herhangi bir say�yla s�ra
ile karş�laşt�r�l�r. Bu karş�laşt�r�lan say�lar birleştirilebiliyorsa, birleştirilir ve √√√√ ile
işaretlenir. Kaybolan değişken yerine - işareti konulur. Karş�laşt�rmaya art�k
birleştirmenin olas� olmad�ğ� duruma kadar devam edilir.

3.  Sonuçta birleştirilmemiş  √√√√ ile işaretli olmayan bütün terimler asal bileşenlerdir.
Bunlara göre asal bileşenler tablosu düzenlenir.

4.  Sütununda yaln�zca bir tane x işareti bulunan doğru minterimleri örten asal
bileşenler, temel asal bileşenlerdir. Bunlar�n örttükleri bütün doğru minterimler √√√√ ile
işaretlenir.

5.  Temel asal bileşenlerin örttükleri doğru minterimlerin d�ş�nda kalan doğru
minterimleri (√√√√ ile işaretlenmemiş olanlar), örten minimum say�da asal bileşen,
hemen görülüyorsa, bunlar seçilerek minimal fonksiyon(lar) bulunur.

6.  Aksi halde  yukar�da anlat�lan önermeler cebri kullan�larak bütün minimal
fonksiyonlar bulunur.

7.  Yaln�zca bir minimal fonksiyonun bulunmas� yeterli oluyorsa, sat�r ve sütün
indirgemesi yaparak minimal fonksiyon bulmakt�r.

•  √ ile işaretli doğru minterimlerin bulunduğu sütunlar ve temel asal bileşen
sat�rlar� silinerek indirgenmiş asal bileşenler tablosu bulunur.

•  İndirgenmiş asal bileşenler tablosunda, bir sat�r bir başka sat�r� örtüyorsa,
örtülen sat�r silinir.
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•  İndirgenmiş asal bileşenler tablosunda, bir sütunun örttüğü bir başka sütun
varsa, örten sütun silinerek sonuç indirgenmiş tablo bulunur.

•  Sonuç tabloda bulunan doğru minterimlerin tamam�n� örten, minimum say�da
ve minimum değişkenli asal bileşenler seçilir.

8.   7. ad�mda seçilen asal bileşenlerle, 4. ad�mda bulunan temel asal bileşenlerin
toplam� minimal fonksiyonu verir.

Her ne kadar bu bölümde, yaln�zca 1. tip kanonik aç�n�m� verilen fonksiyonlar�n,
minimalleştirilmesi esas al�nm�şsa da, benzer ak�l yürütme, 2. tip kanonik aç�n�m�
verilen fonksiyonlar için de yap�labilir. Bu durumda doğru olan maxterimler düşünülür.
Birleştirme işlemi ise

(A+a) (A+a') = A+aa' = A
olarak al�n�r.
Örneğin Tablo 4.6 da verilen fonksiyon

g = Σ1,3,4,5,6,7,10,11,12,13,14,15,18,19,20,21,22,23,25,26,27
biçiminde verilseydi, örnekteki A,B,J,K temel asal bileşenler ve C,E asal

bileşenlerine, s�ras�yla (x
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olacakt�.
Burada dikkat edilmelidir ki toplamlar çarp�m� biçiminde bulunan g fonksiyonu , daha

önce çarp�mlar toplam� biçiminde bulunan f fonksiyonunun tümleyenidir. Başlang�çta
verilen  f  fonksiyonunun 2. tip kanonik aç�n�m�na ilişkin minimal fonksiyonu bulmak için

f = Π0,2,8,9,16,17,24,28,29,30,31

(=ΣΣΣΣ1,3,4,5,6,7,10,11,12,13,14,15,18,19,20,21,22,23,25,26,27)
düşünmek gerekirdi.

4.3 Karnaugh Diyagramlar�yla Fonksiyonlar�n minimalleştirilmesi

Daha öncede belirtildiği gibi, az değişkenli fonksiyonlar için, minimal ifadelerin daha
h�zl� bulunmas� yöntemi, Karnaugh diyagram� yöntemidir. Şimdi bu yöntemi
inceleyelim.

4.3.1 Karnaugh diyagramlar�

Dört veya beş değişkenliye kadar fonksiyonlar�n minimalleştirilmesini h�zland�ran bir
yöntem, Karnaugh diyagram� yöntemidir. Karnaugh diyagram�, Boole fonksiyonun
doğruluk tablosunun, amaca yard�mc� olacak biçimde, düzenlenmesidir. Üç ve dört
değişkenli fonksiyonlar için Karnaugh diyagramlar� Tablo 4.7 de verilmiştir.

Tablo 4.7  Üç ve dört değişkenli fonksiyonlara ilişkin Karnaugh diyagramlar�.
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Üç değişkenli fonksiyonlara ilişkin diyagramlarda, sütunlar x
1
x

2 bağ�ms�z

değişkenlerinin ikili değer permütasyonlar�n� (00, 01, 11, 10), sat�rlar ise x
3 bağ�ms�z

değişkeninin değerlerini (0,1) göstermektedir. i. sat�r ile j. sütunun kesiştiği kareye,
sütun ve sat�rlar permütasyonlar�n�n oluşturduğu tan�m eleman�na karş� düşen,
fonksiyonun değeri yaz�l�r. örneğin 3. sütun ve 2. sat�r�n kesiştiği yere f(x

1
x

2
x

3
) =

f(1,1,1) için fonksiyonun ald�ğ� değer yaz�l�r. 4 değişkenli diyagram�n da, bir fonksiyonu
temsil etmesi, benzer biçimde yap�l�r. Fonksiyonun, diyagrama taş�nmas�nda kolayl�k
olsun diye, karelerin içine, sütun sat�r permütasyonu olan, iki taban�ndaki say�n�n, on
taban�ndaki karş�l�ğ� geçici olarak yaz�lm�şt�r. Bu say�lar her zaman yaz�lmaz, karelere
yaln�zca fonksiyonun ald�ğ� değerler yaz�l�r. örneğin Tablo 4.8 de doğruluk tablosu ile
verilen fonksiyonlar, yanlar�nda Karnaugh diyagramlar�yla temsil edilmişlerdir.

Tablo 4.8 a)Üç değişkenli  f(x
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fonksiyonun Karnaugh diyagram�nda gösterilişi.
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00 01 11 10
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60 2 4

5731

2 4

    x1x2x3 f
0  0  0 0 0
1  0  0  1 1
2  0  1  0 1
3  0  1  1 1
4  1  0  0 0
5  1  0  1 0
6  1  1  0 0
7  1  1  1 1

1

11 1

Tablo 4.8.b) Dört değişkenli
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Fonksiyonunun doğruluk tablosu ve Karnaugh diyagram�

x3x4
00 01 11 10

00

01

11

10

x1x2

0

2

3

1

4

5

7

6

8

9

11

10

12

13

14

15

       x1x2 x3 x4           f
0     0  0  0  0        0
1     0  0  0  1        0
2     0  0  1  0        1
3     0  0  1  1        1
4     0  1  0  0        0
5     0  1  0  1        0
6     0  1  1  0        0
7     0  1  1  1        1
8     1  0  0   0       0
9     1  0  0   1       0
10   1  0  1   0       0
11   1  0  1   1       1
12   1  1  0   0       1
13   1  1  0   1       0
14   1  1  1   0       0
15   1  1  1   1       1

1

1

1 1

1

1

x'1x'2x3x'4

Görüldüğü gibi 1. Fonksiyonun, 1 olduğu (1,2,3,7) karelerine 1, diğerlerine 0 konmuş;
2. fonksiyonun da, 1 olduğu (2,3,7, 11,12,15) karelerine 1, diğer karelere de 0
konmuştur. Yayg�n kullan�lan biçim, fonksiyonun 1 olduğu karelerin doldurulmas� ve 0
olduğu karelerin boş b�rak�lmas�d�r.
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Karnaugh diyagramlar�ndaki kare say�s�, f : S
n
→ S e bir fonksiyon için, S

n

kümesindeki eleman say�s� (2
n
) kadard�r. Örneğin 3 değişkenli fonksiyonlara ilişkin

Karnaugh diyagramlar�nda bu say�, 2
3
 = 8,  4 değişkenli için 2

4
 =1 6 d�r.

Doğruluk tablosu verilen bir fonksiyonu, Karnaugh diyagram�na aktarmak kolay
olduğu gibi; diyagramdan, fonksiyona veya doğruluk tablosuna geçmekte kolayd�r.
Şöyle ki diyagramda fonksiyonun 1 değerini ald�ğ�, doğru minterimler, bulunduklar�
kareye ilişkin permütasyonlardan (sat�r, sütun) yararlan�larak bulunur: Eğer bir
basamakta 1 sayamağ� varsa; o basamağa, ilgili değişkenin kendisi, aksi halde
tümleyeni yaz�l�r. Bu doğru minterimlerin toplam� fonksiyonu verir (Tablo 4.8).

Karnaugh diyagramlar�n�n sütun ve sat�rlar�n�n kodlanmas�ndaki s�ra önemlidir. Ortak
kenarlar� olan karelere ilişkin mintermlerde, bütün değişkenler, bir değişken d�ş�nda
ayn�d�r, birleştirilebilirler. Böyle karelere �komşu kareler� denir. Diyagram�n kenar
karelerinin komşular�, diyagram� önce bir silindir biçimine dönüştürüp sonra alt ve üst
tabanlar� birleştirerek elde edilen tor yüzeyi düşünülerek, daha kolayca görülebilir. Bu
nedenledir ki, komşu sütunlar�n kodlar�nda, yaln�zca bir basamaktaki sayamaklar
farkl�d�r, diğerleri ayn�d�r. Tablo 4. 9 a, b ve c de s�ras�yla m

7
, m

6
, ve m

10 a komşu

minterimler ( kareler)  gösterilmiştir.
Diyagramdaki bir kareye, komşu kareler say�s�, değişken say�s� kadard�r. örnekte

görüldüğü gibi m
7
, m

6
, m

10 a komşu kareler s�ras�yla m
3
, m

5
, m

6
, m

15
; m

2
, m

4
, m

7
, m

14
;

m
2
, m

8
, m

11
, m

14 dür.

Tablo 4.9.Dört değişkenli fonksiyona ilişkin Karnaugh diyagram�ndaki komşu
karelere örnekler.

x3x4
00 01 11 10

00

01

11

10

x3x4
00 01 11 10

00

01

11

10

x3x4
00 01 11 10

00

01

11

10

m3

x1x2 x1x2 x1x2

m7 m15

m5

m6

m7

m6m2 m14

m4

m10

m11

m8

m14
m2

4.3.2 Karnaugh diyagramlar�nda küpler ve bunlara karş� düşen çarp�mlar(toplamlar)
terimleri

Komşu iki karede, fonksiyon 1 değerini al�yorsa, bu doğru minterimler birleştirilerek
k�salt�l�rlar. örneğin m

6 ve m
7 de fonksiyon 1 değerini al�yorsa, iki doğru minterim

yerine
x'
1
x

2
x

3
x'

4
+ x'

1
x

2
x

3
x

4 
= x'

1
x

2
x

3

bir çarp�mlar terimi yaz�labilir.

Tan�m 4.6. m-mertebeden alt küp: Her biri  m  tane kareye komşu, 1 ( 0) değerini

alan karelerden oluşmuş, 2
m 

 kareye m. mertebeden alt küp denir

Örneğin Tablo 4.10 a da 1'lerden oluşmuş her bir kare, iki ayr� kareyle komşudur ve

4 (2
m

 = 2
2
 = 4)  tanedir. O nedenle bu dört 1, 2. mertebeden alt küp oluşturur.
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Her m. mertebeden alt küp, n bağ�ms�z değişken say�s� olmak üzere, (n-m)

değişkenli bir çarp�mlar terimiyle ifade edilebilir. Çünkü alt küpte bulunan 2
m

 terimde,
ortak (n-m)  değişken parças� ile m değişkenin bütün permütasyonlar� görülür. Tablo
4.10 a da Karnaugh diyagram� ile verilen fonksiyon için, x1 ve x

4 değişkenleri bütün

karelere ilişkin terimlerde ortakt�r. x
2 ve x

3 ün bütün permütasyonlar� da söz konusu

terimlerde görülür. Yani
x'
1
x'

2
x'

3
x

4 
+ x'

1
x'

2
x

3
x

4 
+ x'

1
x

2
x'

3
x

4 
+ x'

1
x

2
x

3
x

4 
= x'

1
x

4 
(x'

2
x'

3
+ x'

2
x

3
+ x

2
x'

3
+ x

2
x

3
) =

= x'
1
x

4  
dür.

Parantez içindeki ifade, sanki bütün minterimleri doğru olan, bir 2 değişkenli
fonksiyon -1.tip kanonik aç�n�m�nda bütün terimleri 1 olan- gibi düşünülebilir. Bu 2
değişkenli fonksiyon, 1 e eşit,  bir sabittir.

Bir alt küpe karş� düşen çarp�lar terimlerinin bulunmas�:
Alt küpe ilişkin doğru minterimler için

i.  xi değişkeninin ald�ğ� değerler, hem 0 hem de 1 olabiliyorsa,  xi değişkeni
çarp�mlar teriminde görülmez.

ii.  xi değişkeninin ald�ğ� değerler değişmeyip, hep 1 kal�yorsa, bu değişken xi

olarak çarp�mlar teriminde görülür.
iii.  xi değişkeninin ald�ğ� değerler değişmeyip, hep 0 kal�yorsa, bu değişken x�i

olarak çarp�mlar teriminde görülür.
Örneğin Tablo 4.10. daki 1. Karnaugh diyagram�ndaki alt küpteki doğru minterimler

için x1 değişkeni, hep 0 değerini almaktad�r ve x�1, çarp�mlar terimi x�1x4 te görülür. x2

ve x3 değişkenleri, bu alt küpteki doğru minterimler için,  hem 0 hem de 1 değerini
ald�klar� için, kaybolurlar, yani çarp�mlar teriminde görülmezler. x4 değişkeni ise, söz
konusu alt küpteki doğru minterimler için, yaln�zca 1 değerini almaktad�r ve çarp�mlar
teriminde, x4 olarak görülür.

Tablo 4.10 a, b, c de 2, 1 ve 3 mertebeden küpler ve ilgili çarp�mlar terimleri
gösterilmiştir.

Tablo 4.10. Çeşitli mertebeden alt küpler ve onlara karş� gelen çarp�mlar terimlerine
örnekler.
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11

1 1

x'1x4

1 1

1

1

x'2x3x4x'1x2x'3

1

1

1

1

1

1

1

1 1

1

1

1

x1x'2

4.3.3 Karnaugh diyagramlar�yla minimal fonksiyon(lar�n) bulunmas�

Karnaugh diyagram�yla verilen bir fonksiyona eşdeğer, minimal fonksiyon, seçilmiş
çeşitli alt küplerden yararlan�larak bulunabilir. Örneğin Tablo 4.11 de karnaugh
diyagram�yla verilen f = x'1x'2x3+ x'1x'2x'3+ x1x'2x'3 fonksiyonu, iki 1. mertebeden alt küp
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için f = x'1x'2+ x'2x'3 minimal fonksiyonuna dönüşür. Çünkü a+ a = a özelliğinden
yararlan�larak

f = x'1x'2x3+ x'1x'2x'3+ x1x'2x'3
 = x'1x'2x3+ x'1x'2x'3+ x'1x'2x'3+ x1x'2x'3
 = x'1x'2(x3+ x'3)+ x'2x'3(x1+ x'1)
 = x'1x'2+ x'2x'3

olur.

Tablo.4.11. Örnek fonksiyon.

x1x2
x3

01 11 10

0

1

00

1

1 1
x'2x'3x'2x'3

x'1x'2

Ayn� bir doğru minterimin birden fazla alt küpte görülmesi, a+a=a teoremi dolay�s�yla,
olas�d�r ve yararl� olabilir. Görüldüğü gibi eşdeğer bir fonksiyon , 1 lerden oluşan alt
küplere karş� düşen çarp�mlar terimleri toplam� biçiminde yaz�labilir. Çarp�mlar terimleri
say�s�, seçilen alt küpler say�s� kadard�r. Her bir çarp�mlar terimindeki değişken say�s�
da, ilgili alt küpün mertebesiyle belirlenir. O halde minimal fonksiyon, minimum say�da,
olas� en büyük mertebeden, bütün 1 li kareleri örten alt küpler seçilerek bulunur. Daha
büyük bir alt küp taraf�ndan kapsanan, bir alt küp, hiç bir zaman, minimal fonksiyon için
seçilmemelidir.

Karnaugh diyagramlar�ndan yararlan�larak minimal fonksiyonun bulunmas� işlemi
ad�m ad�m şöyle özetlenebilir.

1. Hiç bir alt küpe veya 0. Mertebeden altküpe giren, kendisi)  girmeyen doğru
minterimler temel asal bileşenlerdir ve  minimal ifadeye al�n�rlar.

2. Bir doğru minterimin, birinci mertebeden yaln�zca bir alt küpe girdiğini varsayal�m.
Ayr�ca bu doğru minterim, daha büyük mertebeden bir başka alt küp taraf�ndan
örtülmesin. Böyle doğru minterimlere ilişkin, 1. Mertebe alt küpe karş� düşen,
birleştirilmiş çarp�mlar terimleri, bir temel asal bileşendir ve minimal fonksiyona
al�n�rlar.

3. Bir doğru minterimin, ikinci mertebeden yaln�zca bir alt küpe girdiğini varsayal�m.
Ayr�ca bu doğru minterim, daha büyük mertebeden bir başka alt küp taraf�ndan
örtülmesin. Böyle doğru minterimlere ilişkin, 2. Mertebe alt küpe karş� düşen,
birleştirilmiş çarp�mlar terimleri, bir temel asal bileşendir ve minimal fonksiyona
al�n�rlar.

4.  Üçüncü  ve dördüncü  mertebeden alt küplere ilişkin temel asal bileşenler varsa
,minimal fonksiyona, 2 ve 3. ad�mlarda olduğu gibi, al�n�rlar.

5.  Temel asal bileşenlere karş� düşen alt küplerin al�nmas�ndan sonra, henüz
örtülmemiş doğru minterimleri örten , minimum say�da, maksimum mertebeli asal
bileşenler ilave edilerek minimal fonksiyon bulunur. Fonksiyonun bütün doğru
minterimlerinin, ilave asal bileşenlerle,  örtülmüş olmas� gerekir; aksi taktirde
bulunan minimal fonksiyon, verilen fonksiyona eşdeğer olmaz.
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Yöntemin daha iyi anlaş�labilmesi için aşağ�da iki örnek verilmiştir. Tablo 4.12 de
Karnaugh diyagram�yla verilen fonksiyon, ilk diyagramda seçilen alt küpler için

Tablo.4.12. Ayn� bir fonksiyona ilişkin farkl� indirgemeler.
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x'2x'3x'4
x'1x2x'3 x1x'3x4

1

1

1

11

1 1 1

1

x2x4

f = x'2x'3x'4+x'1x2x'3+x1x'3x4+x2x4 f = x'1x'3x'4+x1x'2x'3+x2x4

aşağ�daki biçimde
f = x'2x'3x'4+x'1x2x'3+x1x'3x4+x2x4

yaz�labilir.
Ayn� fonksiyon 2. tabloda gösterilen alt küpler için minimal olarak

f = x'1x'3x'4+x1x'2x'3+x2x4

biçiminde elde edilir. Ad�m ad�m tutulacak  yolla da  bu sonuca  var�labilir. Örneğin
f(0111) = 1 ve f(1111) = 1 doğru minterimleri yaln�zca (x2x4 ) ikinci  mertebeden alt
küpü taraf�ndan örtülmektedir ve başka daha yüksek mertebeden bir alt küp taraf�ndan
örtülmemektedir. O nedenle (x2x4 )  temel asal bileşendir  ve minimal fonksiyonda
görülmelidir.  Bu temel asal bileşene ilave etmemiz gereken, minimum say�daki,  en
yüksek mertebeden alt küplere karş� düşen asal bileşenler  x'1x'3x'4, x1x'2x'3  dür.

Tablo.4.13. Örnek fonksiyon.
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x2x3x'4
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Tablo 4.13 deki örnekte de hemen büyük mertebeli alt küplerin seçilmemesi gerektiği
gösterilmektedir. Ad�m ad�m gidildiğinde çizikli olarak gösterilen alt küpten gelen x1x2

teriminin gereksiz oluğu anlaş�l�r. Yaln�zca temel asal bileşenlerden minimal fonksiyon
f = x'1 x'3 x'4+x2 x'3 x4+x'1 x3 x4+ x'1 x3 x4

 olarak bulunur.
Bir fonksiyonun, çarp�mlar toplam� için verilen bu yöntem, benzer biçimde, toplamlar

çarp�m�na da uygulanabilir. Bu halde fonksiyonun 0 değerini ald�ğ� doğru maxterimler
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için alt küpler düşünülür. Tablo 4.14 de verilen fonksiyon, gösterilen alt küpler için
toplamlar çarp�m� biçiminde  minimal olarak

f = (x'1+x2'+x4) (x1+x2+x'4) (x2+x'3) (x'3+x4)
elde edilir. İkinci tip kanonik aç�n�ma ilişkin minimal fonksiyon bulunurken, (0) lardan

oluşan bir alt küpe karş� gelen  toplamlar çarp�m�, birinci tip kanonik  aç�n�m dakine
benzerdir. Alt küpe ilişkin kareler için değişken (0) olarak sabit  kal�yorsa, toplamlar
teriminde bu değişkenin  kendisi, (1) olarak sabit  kal�yorsa, toplamlar teriminde bu
değişkenin tümleyeni görünür. Birici kanonik aç�n�m için durum tersi idi.

Tablo.4.14. 2. tip aç�n�ma ilişkin minimal fonksiyona örnek.
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0 x1+x2+x'4
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1. ve 2. Tip kanonik aç�n�mlara ilişkin minimal fonksiyonlar�n�n hangisinin tercih
edileceği genelleştirilemez.

4.3.4 K�smen belirlenmiş fonksiyonlar ve karnaugh diyagramlar�yla
minimalleştirilmeleri

Tan�m 4.7. K�smen belirlenmiş fonksiyonlar (Don't care functions): S
n
→ S e bir

fonksiyon, tan�m kümesi S
n
 deki baz� elemanlar için, S kümesindeki herhangi bir

eleman� alabiliyorsa, bu fonksiyona k�smen belirienmiştir denir.  Bir başka deyişle
fonksiyon baz� tan�m eleman� için keyfi (0 da 1 de olabiliyorsa) ise, bu fonksiyona
k�smen belirlenmiştir denir. İkinci bölümde tan�mlanan tamamen belirlenmiş bağ�nt� ile
bu tan�m kar�şt�r�lmamal�d�r. K�smen belirlenmiş fonksiyon dememize rağmen
fonksiyon tamamen belirlenmiş bir bağ�nt�d�r ancak baz� domen elemanlar� için
fonksiyonun ald�ğ� değer 0 da 1 de olabilir( keyfi); bir başka deyişle keyfi say�s� k ise

k�smen belirlenmiş fonksiyondan, olas� 2
k
 fonksiyonlardan herhangi biri

kastedilmektedir.
K�smen belirlenmiş  fonksiyonlar, belirlenmiş doğru mintermlerle, keyfi minterimler

ayr� iki grupta belirtilerek gösterilir. örneğin

f1 = Σ 1, 3, 5 + Σk 7, 8, 12, 14  ve

f
2 
= Π 3, 7, 9  . Πk  5, 13, 14, 15

ile verilen fonksiyonlara ilişkin Karnaugh diyagramlar� Tablo.4.15 de verildiği gibidir.
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Tablo.4.15. K�smen belirlenmiş fonksiyonlara örnek.
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f1= 1, 3,5∑ + 7,8,12,14k∑       f2= 3,7,9∏ 5,13,14,15k∏

k keyfi değer say�s� olmak üzere, k�smen belirlenmiş bir fonksiyon gerçekte 2k

fonksiyonu temsil eder. Örneğin Tablo .15 te 25 = 32 tane fonksiyon temsil

edilmektedir. Minimal ifadenin bulunmas�nda keyfi değerler belirlenerek 2
k
 l�k gruptan

minimal olan seçilmiş olur.
örnek: 10 taban�nda (0-9) a kadar rakamlara ilişkin ikili kodu (BCD), +3 koduna

dönüştüren 4 girişli, 4 ç�k�şl� bir kombinezonsal devreyi temsil eden fonksiyonlara
ilişkin doğruluk tablosu Tablo 4.16 da verilmiştir.

Tablo.4.16. K�smen belirlenmiş fonksiyonlara ilişkin örnek.

x1 x2 x3 x4 f1 f2 f3 f4

0 0 0 0 0 0 0 1 1 3
1 0 0 0 1 0 1 0 0 4

2 0 0 1 0 0 1 0 1 5

3 0 0 1 1 0 1 1 0 6
4 0 1 0 0 0 1 1 1 7
5 0 1 0 1 1 0 0 0 8
6 0 1 1 0 1 0 0 1 9
7 0 1 1 1 1 0 1 0 10
8 1 0 0 0 1 0 1 1 11
9 1 0 0 1 1 1 0 0 12
10 1 0 1 0 k k k k k
11 1 0 1 1 k k k k k
12 1 1 0 0 k k k k k
13 1 1 0 1 k k k k k
14 1 1 1 0 k k k k k
15 1 1 1 1 k k k k k

Ç�k�ş fonksiyonlar� s�ras�yla

f1= 5,6, 7, 8, 9∑ + 10,11,12,13,14,15k∑

f2= 1,2,3,4, 9∑ + 10,11,12,13,14,15k∑

f3= 0,3, 4,7,8∑ + 10,11,12,13,14,15k∑

f4= 0,2 ,4, 6,8∑ + 10,11,12,13,14,15k∑

Karnaugh diyagram�nda uygun alt küplerin seçimi sonucu var�lan minimal
fonksiyonlar Tablo 4.17 de verilmiştir.
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Tablo.4.17.K�smen belirlenmiş fonksiyonlar�n Karnaugh diyagram�nda
minimalleştirilmesi.
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Alt küplerin seçimi maksimum mertebeli minimum say�da küp oluşturabilmek için
keyfi olan değerler saptanarak yap�lm�şt�r. Art�k bu minimal fonksiyonlar tamamen
belirlenmiş fonksiyonlard�r.

4.4 Kombinezonsal  devre  sentezi

Bu bölümün başlang�c�nda, bir Boole fonksiyonuna eşdeğer minimal fonksiyonun -ki
gerçeklendiğinde minimal say�da kap� eleman� içerir- bulunmas�na ilişkin yöntemler
üzerinde duruldu. Oysa sentez işlemi indirgeme işleminin d�ş�nda başka ad�mlar� da
içerir. Bir kombinezonsal devrenin sentezine ilişkin ad�mlar� şöyle s�ralayabiliriz.
•  Problemin sözle tan�m�, giriş ç�k�ş ilişkisinden  yararlanarak giriş değişkenlerinin

ve ç�k�ş değişken(leri)nin  [fonksiyon(lar�)nun]  say�s�n�n saptanmas�,
•  Her bir ç�k�ş değişkeninin (fonksiyonunun), bağ�ms�z giriş değişkenlerince

belirlenen, doğruluk tablosunun bulunmas�,
•  Doğruluk tablosuyla belirlenen fonksiyon(lar)un indirgenmesi ve minimal

fonksiyon (lar)un bulunmas�,
•  Minimal fonksiyon(lara) a karş� düşen  devrenin çizilmesi.
Sentezi istenen devreden beklenen, başlang�çta da değinildiği gibi, yaln�zca kap�

say�s�n�n minimum olmas� değildir. Bu nedenle, önce minimal eşdeğer fonksiyona
karş� düşen minimum elemanl� devreler gerçekleştirilip, sonra diğer gereksinimleri de
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olabildiğince karş�layabilecek biçimde, ilaveler yap�lmas� gerekir. Şimdi iki örneği,
paralel toplay�c� ve kod dönüştürücülerinin  minimal elemanl� sentezini inceleyelim.
Göreceğiz ki seçeceğimiz devreler, yukar�da aç�klad�ğ�m�z minimal fonksiyona karş�
düşen devreye daha iyi birer alternatif olacaklard�r.

4.4.1 Paralel  toplay�c�n�n  sentezi

İki taban�nda iki say�n�n toplam� seri veya paralel gerçekleştirilebilir. Paralel
toplay�c�da bütün bitler ayn� anda uygulan�r ve ç�k�şa ilişkin bütün bitler ayn� anda
görülür(devrenin gecikme süresi kadar sonra). Seri toplay�c�da ise, iki taban�ndaki
say�lar�n önce en az ağ�rl�kl� bitleri devrenin girişine gelir ve bunlar�n toplam� olan bit
ç�k�şta görülürken, bir sonraki ağ�rl�kl� bitlere eklenecek olan elde de bir başka ç�k�ş
olanak görülür. Bu nedenle seri toplama yapabilmek için, her bir bite ilişkin elde' nin bir
yerde tutularak, bir sonraki bitlerin toplam�na eklenmesi gerekir. Bu tutma işi bellek
eleman� ile yap�l�r. O nedenle seri toplay�c�lar ard�ş�l devre olarak gerçekleştirilebilir.

Paralel toplamada, bitlerin toplanmas�n�, ayr� birer hücre olarak düşünebiliriz. En az
ağ�rl�kl� bitlerin toplanmas�nda, iki giriş iki ç�k�ş vard�r. Girişler, toplanacak say�lar�n en
az ağ�rl�kl� bitleri; ç�k�şlar ise, bu bitlere ilişkin toplam ve bir sonraki bitlerin toplam�nda
kullan�lacak eldedir. Ara bitlerin toplam�n� ise, hücresel olarak üç girişli ve iki ç�k�şl�
düşünebiliriz. Girişler, ilgilenilen ağ�rl�kl� bitler ve bir evvelki bitten gelen eldedir.
Ç�k�şlar ise, ilgilenilen bitlerin toplam� ve bir sonraki bitlerin toplam�nda kullan�lacak
eldedir. Birinci olarak düşündüğümüz hücre yar� toplay�c� (half adder) ikinci
düşündüğümüz hücre ise tam toplay�c� (full adder) olarak adland�r�l�r. Göreceğiz ki
tam toplay�c�lar� yar� toplay�c�lardan elde edebilir.

Yar� toplay�c�
Yukar�da tan�mland�ğ� gibi iki giriş ve iki ç�k�şl� olan yar� toplay�c�n�n doğruluk tablosu

aşağ�daki Tablo 4.18 deki gibidir.

Tablo 4.18 Yar� toplay�c�n�n doğruluk tablosu
x y S C
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Bu tabloya göre ç�k�ş fonksiyonlar�
S = x' y + xy'
C = xy dir.

Bu fonksiyonlar�n gerçekleştiren beş alternatif devre Şekil 4.2 de verilmiştir.
Görüldüğü gibi en basit bir devrenin gerçekleştirilmesinde, tasar�mc� için çeşitli
alternatifler ortaya ç�kabilmektedir.



60

x

x

x'

y

y

y'

S

C

x

x

x'

y

y

S

C

x

x

x'

y

y'

S

C

x

x

x'

y

y

S

C

a. S ve C için birinci tip aç�n�m S=xy�+x�y  b. S için ikinci tip aç�n�m
S=(x+y)(x�+y�) C=xy C için birinci tip aç�n�m C=xy

y

y' S

x

x'

y C

x

x'

y'

x

x'

y S

C

c. S ve C ortakl�ğ�  S=(C+x�y�)� d. S ve C ortakl�ğ� S=(x+y)(x�+y�)
 C=xy     C=(x�+y�)�

x

y
S

C

e.  S=x⊕y, C=xy
Şekil 4.2 Yar� toplay�c� için birbirinin alternatifi olabilecek dört devre

Şekil 4.2 a da fonksiyonlar�n 1. tip aç�n�mlar�, b de S nin ikinci C nin birinci tip aç�n�m�
düşünülerek gerçekleme yap�lm�şt�r. (c) de S ve C nin ortakl�ğ�, S' = (x'y+xy')' = x'y'+xy
bağ�nt�s�ndan yararlan�lm�şt�r. (d) de yine S ve C nin ortak k�s�mlar� değerlendirilmiştir.
(e) de ise en basit yap� görülmektedir. Fonksiyonlar� farkl� biçimlerde ifade ederek
daha fazla alternatif gerçekleştirmeler yapmak mümkündür. Hangileri olabileceğini
düşününüz.

Görüldüğü gibi bu gerçekleşmede yukar�da işlediğimiz minimal fonksiyona karş�
gelen devre seçilmemiştir.

Tam toplay�c�
Üç girişli iki ç�k�şl� tam toplay�c�n�n ne olduğunu daha önce tan�mlam�şt�k, buna göre

bir sonraki basamağa  için elde ve toplam ç�k�ş fonksiyonlar�na ilişkin doğruluk tablosu
aşağ�da Tablo 4.19 da verilmiştir. x ve y toplanacak bitler z te bu bitlere ilişkin elde yi
göstermektedir. S toplanacak bitlerin toplam�, C ise bir sonraki bitlerin toplam�nda
kullan�lacak eldeyi gösterir.
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Tablo 4.19. Tam toplay�c�n�n ç�k�ş fonksiyonlar�na ilişkin doğruluk tablosu
x y z S C
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

S ve C fonksiyonlar�na ilişkin Karnaugh diyagramlar�  ve indirgenmiş fonksiyonlar
Tablo  4.20  de verilmiştir.

Tablo 4.20 Tam toplay�c�ya ilişkin indirgenmiş ç�k�ş fonksiyonlar�

xy
z 01 11 10

0

1

00

1

1

1

xy
z 01 11 10

0

1

00

1

1

1
xz

xy

yz

1

1

S=x�y�z+x�yz�+xy�z�+xyz C=xy+xz+yz

Bulduğumuz fonksiyonlar iki seviyeli olarak gerçekleştirilebilir. S için üç girişli dört VE
kap�s�na ve dört girişli bir VEYA kap�s� gerekir. C için ise, iki girişli üç VE kap�s� ile üç
girişli bir VEYA kap�s�na gereksinimi vard�r. Oysa ayn� fonksiyonlar� aşağ�daki
bağ�nt�lardan yararlanarak iki yar� toplay�c� ve iki girişli bir VEYA kap�s�yla Şekil 4.3 teki
gibi  elde etmek mümkündür.

S= z'(xy'+x'y)+z(xy'+x'y)'= z'(xy'+x'y)+z(x'y'+xy)= xy'z'+x'yz'+xyz+x'y'z=(x⊕y)⊕z
C= zxy'+zx'y+xy = z(xy'+x'y)+xy= (x⊕y)z+xy

x

y S

C
z

yar�
toplay�c�

yar�
toplay�c�

x

y

z

S

C

Şekil 4.3 İki yar� toplay�c� ve bir VEYA kap�s� ile gerçekleştirilen tam toplay�c�

4.4.2 Kod  dönüştürücü  sentezi

K�smen belirlenmiş Boole fonksiyonlar�n indirgenmesine ilişkin verdiğimiz örnek ikili
kodlanm�ş ondal�kl� say�lar� +3 koduna dönüştürüyordu. Doğruluk tablosu ve
indirgenmiş ç�k�ş fonksiyonlar� aşağ�daki gibi bulunmuştu.
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f1 = x1+ x2x4+ x2x3

f2 = x2x'3x'4+ x'2x4+ x'2x3

f3 = x'3x'4+ x3x4

f4 = x'4
Bu fonksiyonlar�n gerçekleştirilmesi, ortak olabilecek kap� elemanlar� da düşünülerek,

Şekil 4.4  te  verilmiştir.

x1

x2

x4

x3

f1

f2

f3

f4

Şekil 4.4 BCD kodunu +3 koduna dönüştüren devre
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BBÖÖLLÜÜMM  55  KKOOMMBBİİNNEEZZOONNSSAALL    MMSSII    VVEE  LLSSII  EELLEEMMAANNLLAARRII

Bundan önceki bölümde, bir Boole fonksiyonun minimum say�da kap� eleman�yla, iki
seviyeli gerçekleştirilmesine ilişkin yöntem üzerinde durmuştuk. Kullan�lan kap�
elemanlar�, piyasada, SSI (Single Scale Integrated circuits)  yongalar (chip) olarak
sat�lmaktad�r. VE, VEYA gibi kap� elemanlar�ndan bir yongada 4 tane TÜMLEYEN
kap�s�ndan ise 8 tane bulunmaktad�r. Bunlar�n d�ş�nda piyasada MSI (Medium Scale
Integrated circuits) ve LSI (Large Scale Integrated circuits) olarak s�ras�yla 10-100 ve
100-1000 kap� eleman� içeren yongalarda vard�r. MSI ve LSI elemanlar� say�sal
sistemlerin tasar�m�nda  kullan�l�rlar. MSI elemanlar�ndan beklenen, minimum say�da kap�
eleman� içirmesinden ziyade d�ş bağlant�lar�n minimum olmas�d�r, Çünkü yongalar�n
maliyetine tesir eden en önemli öğelerden biri bacak (uç) say�s�d�r. Giriş değişkenleri
fazla olan Boole fonksiyonlar�n tasar�m�n�n daha önce anlat�lan klasik yöntemlerle
yap�lmas� pratik olmamaktad�r, Çünkü 8 değişkenli bir Boole fonksiyonunun doğruluk
tablosu 28 = 256 sat�r gerektirir. O nedenle bu gibi fonksiyonlar�n gerçekleştirilmesi bir
algoritmaya dayand�r�l�r ve tasar�mc�n�n yarat�c�l�ğ�na bağl� olarak alternatif devreler
oluşturulabilir. Yegane olabilecek bir yöntemden bahsedilemez. MSI devre tasar�m�
genellikle algoritmalara dayand�r�larak yap�l�r.

5.1 GİRİŞ

Bu bölümde, pratikte kullan�lan MSI ve LSI elemanlar�n lojik devrelerinin, tasar�m�na
ilişkin algoritmalar incelenecek ve bu devrelerin istenileni yap�p yapmad�ğ�, analiz
edilerek, gösterilecektir. MSI eleman� olarak paralel girişli toplama devreleri, karş�laşt�rma
devreleri, kod çözücü (decoder) devreler, Çoğullay�c� (multiplexer) devreler, demultiplexer
devreleri ele al�nacakt�r. LSI elemanlar� olarak ta ROM (Read Only Memory) devreleri ve
PLA (Programmable Lojik Array) devreleri incelenecektir.

5.2 Paralel toplay�c�

Bundan önceki bölümde, bir bitlik tam toplay�c� devresinin, SSI elemanlar� kullanarak
nas�l gerçekleştirildiğini  görmüştük. Bu devreyi bir hücre olarak kullanarak tasarlanan, 4
bitlik bir MSI tam toplay�c� devresi Şekil 5.1 de verilmiştir. Pratikte kullan�lan 74283 dört
bitlik bir MSI tam toplay�c�d�r. Toplanacak say�lar�n ayn� ağ�rl�kl� bitleri birer hücre girişi
olarak al�nm�şt�r. Ç�k�şlar her bir hücre girişlerinin toplam� ve bir sonraki hücrenin girişi
olacak eldeler dir. Birinci hücrenin elde girişi 0 d�r. Bir MSI elaman� içine s�ğd�r�labilen
dört tam toplay�c� ile 4 bitlik say�lar�n toplam� yap�labilmektedir. Daha fazla biti olan
say�lar�n toplam� için burada verilen MSI elemanlar�n�n kaskad bağlanmas� gereklidir.

C5

B4

S4

A4

C4

B3

S3

A3

C2

B1

S1

A1

C3

B2

S2

A2

c1

Şekil 5.1 Dört bitlik MSI  toplay�c� lojik devresi
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Daha önce incelediğimiz BCD den +3 koda dönüştürücüyü, burada anlatt�ğ�m�z MSI
toplay�c� ile, hiçbir ilave kap� eleman� kullanmadan, kolayca gerçekleyebiliriz. Böyle bir
gerçeklemeyle kazanc�m�z, bağlant�lar� yapma işleminin olmay�ş�, yani işçilik ve bacak
say�s�n�n az olmas� yani maliyettir. Sözünü ettiğimiz kod dönüştürücünün MSI toplay�c� ile
gerçeklenişi Şekil 5.2 de verilmiştir.

A4 A3 A2 A1 B4

0

B3

0

B2

1

B1

1

S4 S3 S2 S1

BCD  giriş

+3 ç�k�ş

C1 0

Şekil 5.2 BCD den +3 e dönüştürücünün MSI toplama devresi ile gerçekleştirilişi

Eldenin yay�lmas�
Yukar�da incelediğimiz paralel toplay�c�n�n, belli bir girişe ilişkin ç�k�ş�n� görebilmek için,

c5 elde sinin ne olduğunu bilmek gerek. Buda C5 in elde edilmesine kadar geçen süre
olan, yay�lma zaman�na denktir. Şimdi bu zaman�n ne olduğunu saptamaya çal�şal�m. C5

ç�k�ş�n�n görülebilmesi için C4 ün dolay�s�yla C3 ,C2  nin belirlenmesi gerektiğini Şekil 5.1
deki MSI toplay�c�dan görebiliriz. Şekil 5.3 te, daha önce incelediğimiz, tam toplay�c�
devresinin lojik devresi görülmektedir. Ci+1 elde edilmesi için gerekli süre VE ve VEYA
kap�lardakini gecikme ile, Pi ve Gi ç�k�şlar�n� veren yar� toplay�c�daki gecikmenin toplam�
kadard�r. Kaskad bağl� dört tam toplay�c�l� MSI eleman�ndaki gecikme ise bir yar� toplay�c�
gecikmesi ile, 8 kap� eleman�ndaki gecikme toplam� kadard�r. Nedeni Yar� toplay�c�lar�n
paralel, eldelerin ise seri bağl� kaskad bir yap� göstermesidir. Sözünü ettiğimiz gecikme
süresi, bit say�s� daha fazla olan say�lar�n toplam�nda, her bir bit için iki kap� eleman�
gecikmesi kadar artacakt�r. Bu nedenle  gecikme süresini azaltmak için " h�zl� elde  (look
ahead carry)" denen ilave devre kullan�l�r. Şimdi bu devreyi inceleyelim.

Ai

Bi

Ci

Ci+1

Si

Pi

Gi

yar�
toplay�c�

Şekil 5.3 Tam toplay�c� devresi

Şekil 5.3 teki yar� toplay�c�n�n ç�k�şlar�n� P (carry propagation) elde yay�lmas�, G yi ise
elde üreticisi (carry generate) olarak isimlendirelim. P ve G ç�k�şlar�, MSI toplay�c�ya,
girişler uygulan�r uygulanmaz, yar� toplay�c� gecikme süresi sonunda hemen oluşur.
Bundan sonraki amac�m�z, bütün elde ç�k�şlar�n�n, yar� toplay�c� yay�lma süresine ilave
olarak, yaln�zca iki kap� eleman� gecikme süresi sonunda, oluşmas�n� sağlamakt�r. Buda
şekil 5.2 de verilen,  MSI devredeki  8 kap�l�k gecikmenin, 2 kap�l�k gecikmeye inmesi,
yani 1/4 üne inmesi demektir.
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P3

G3

P2

G2

P1

G1

C1

C2

C3

C4

P4

G4

C5

Şekil 5.4 İleri bakmal� elde devresi

Pi = Ai ⊕  Bi

Gi = Ai . Bi

biçiminde genel olarak yaz�labilir. Diğer yandan  ç�k�şlar, bu  tan�mlanan  Pi ,GI

değişkenleri ve elde cinsinden genel olarak
Si = Pi ⊕  Ci

Ci+1 = Gi + Pi Ci

biçiminde yaz�labilir. Bir önceki Ci ler cinsinden eldeler
C2 = G1 + P1 C1

C3 = G2 + P2C2 =  G2 + P2  ( G1 + P1 C1  )  =  G2 + P2  G1 + P2   P1 C1

C4 = G3 + P3 C3 = G3 + P3  G2 +  P3  P2  G1 +  P3  P2   P1 C1

C5 = G4 + P4 C4 = G4 + P4  G3 +  P4  P3 G2 +  P4  P3 P2G1 +P4  P3  P2   P1 C1

dir. Çarp�mlar toplam� biçiminde olan bu ifadeler, iki seviyeli gerçekleştirilerek, iki kap�
eleman� gecikmesi ile, sonucu verirler. Buda bizim varmak istediğimiz sonuç idi. Devre
Şekil 5.4 te verilmiştir.
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Şimdi ileri bakmal� paralel toplay�c�(Look ahead carry) MSI in lojik devresini Şekil 5.4
teki devre ile birlikte oluşturabiliriz  Bu yap�, uygulamadaki 74182 tümleşik devresinin
temelidir ve Şekil 5.5 te verilmiştir.

A1

B1

G1

P1

A2

B2

G2

P2

A3

B3

G3

P3

A4

B4

G4

P4

C1

S1

S2

S3

S4

C5

P1

P2

P3

P4

C2

C3

C4

İleri
Bakma
Devresi

Şekil 5.5 İleri bakmal� bir paralel toplay�c� lojik devresi

İkili kodlanm�ş onlu  toplay�c�lar  (Binary coded decimal adder)
Toplama işlemi, her zaman iki taban�nda yap�l�p, sonra on taban�na dönüş biçiminde

olmaz. Alternatif olarak, on taban�ndaki bir say�n�n, her bir sayamağ� (dijiti) iki taban�nda (
ikili kodlanm�ş onlu, binary coded decimal) toplan�p, elde si de bulunarak yap�l�r. Bu
durumda iki sayamağ�n (dijitin) toplam� 10 dan fazla ise sonuçtan 10 ç�kar�p elde
oluşturmak gerekir. Bu yöntemin seçilmesinin nedeni BCD ve iki taban�ndaki say�lar�n
birbirine dönüştürülmesinin, on ve iki tabanlar�n�n dönüştürülmesine göre çok daha kolay
olmas�d�r. Örneğin 999 say�s� iki taban�ndaki karş�l�ğ�, birinci bölümde anlat�ld�ğ� gibi, ard
arda 2 ye bölme işlemi yap�p kalanlar�n yaz�lmas� sonucunda, 1111100100 biçiminde
bulunur. Oysa 999 BCD karş�l�ğ� 9 un iki taban�ndaki karş�l�ğ� olan 1001 in yan yana üç
defa yaz�lm�ş� 1001 1001 1001 d�r. Görüldüğü gibi BCD için dönüşüm işleminin
kolaylaşmas�na karş�l�k bit say�s� iki fazlad�r. BCD sonuçlar�n on taban�nda gösterilmesi,
her bir dijit için yedi bölümlü gösterici (seven segment display) kullan�larak yap�l�r.

BCD iki say�n�n toplam� en fazla 9+9+1=19 sonucu verebilir. Sonuncu 1,  bir önceki
sayamaktan (dijitten) gelebilecek elde için konulmuştur. Şimdi daha önce gördüğümüz
MSI toplay�c�n�n girişlerine BCD say�lar uygulad�ğ�m�zda ç�k�şlar�n�n 0 dan 19 kadar
olabileceğini düşünerek, ç�k�ş say�s�n�n BCD say�ya nas�l dönüştürülebileceğini
inceleyelim. Yani iki sayamağ�n (dijitin) toplam� 10 dan fazla ise, sonuçtan 10 ç�kar�p
kalan� toplam sayamak olarak yaz�p, bir sonraki sayamağa elde (1)  taş�mak gerekir.    Bu
dönüşüm aşağ�da tablo biçiminde verilmiştir. ikili ç�k�şlar toplam Z , elde K ile, BCD
ç�k�şlar toplam S ve elde C ile gösterilmiştir. 9 a kadar ç�k�şlar ikili ve BCD de ayn�d�r ve
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çift çizgi ile ayr�lm�şt�r. 10 ve daha yukar� olan ç�k�şlarda BCD nin ald�ğ� değerlerden 10
ç�kar�lm�ş sonuç yaz�lm�ş ve elde 1 olmuştur. Amaca ulaşmam�z için C=1 olduğu
durumlar�, K ve Z ler cinsinden ifade etmek ve bu durumda Z ten 10 ç�karmakt�r. En
büyük say� en fazla 19 olabileceğine göre, (20-31) aras�ndaki girişler hiç
uygulanmayacakt�r. O nedenle bu girişlere karş� düşen ç�k�şlar K (keyfi) al�nm�şt�r.

K Z4 Z3 Z2 Z1 C S4 S3 S2 S1 Desimal

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 2
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 3
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 4
0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 5
0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 6
0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 7
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 8
0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 9

0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 10   Z+6
0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 11   Z+6
0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 12   Z+6
0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 13   Z+6
0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 14   Z+6
0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 15   Z+6
1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 16   Z+6
1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 17   Z+6
1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 18   Z+6
1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 19   Z+6

Görüldüğü gibi K=1 iken C=1 dir. Bunun d�ş�nda Z=10-15 aras�nda da C=1 olmal�d�r.
Z'ler bağ�ms�z değişkenler olmak üzere, 10-15 te (1) olan diğer yerlerde (0) olan bir
fonksiyon düşünsek, bu fonksiyonun indirgenmiş hali  Z4Z3 +Z4Z2 olur. O halde C =
K+Z4Z3 +Z4Z2 dir. Bu sonucu beş değişkenli bir Karnaugh diyagram�yla da görebilirdik.

C=1 iken toplamdan 10 ç�karma işlemi, S ç�k�şlar�na 6 ilave etme işlemine denktir; yani
ayn� sonucu verir. 6 ilave etme  için ayr�ca bir ikili toplay�c� kullan�labiliriz. Şekil 5.6 da iki
ikili toplay�c� ve elde yi veren üç kap� eleman� ile bir BCD toplay�c� devrenin lojik devresi
verilmiştir.

A4 A3 A2 A1 B4 B3 B2 B1

Z4 Z3 Z2 Z1

K

S4 S3 S2 S1

00

C

Şekil 5.6 BCD toplay�c�
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Yukar�da incelediğimiz temel al�narak, ikinci ikili toplay�c� daha da basitleştirilerek, tek
bir tümleşik devre, 74283 tasarlanm�şt�r. Yani yukar�da verilen gibi iki MSI eleman� ve üç
kap� eleman� tek bir MSI olarak oluşturulmuştur.

Burada incelediğimiz BCD toplama devresini, klasik yöntemle yapmaya kalksayd�k, 9
girişli (dördü bir say�y�, diğer dördü diğer say�y� ve biride elde ) devreler
gerçekleştirecektik. Buna karş� gelen Boole fonksiyonlar�n doğruluk tablosu 29 = 512
sat�rdan oluşacakt�. O nedenle algoritmik hücresel çözümler daha avantajl�d�r.

5.3 Karş�laşt�rma devresi

Karş�l�laşt�rma devresi, sekiz girişindeki 4 bitlik iki say�y� karş�laşt�rarak, üç ç�k�ş�nda
küçük, büyük ve eşitlik durumlar�n� belirlerler. Girişler A=A1A2A3A4  ve  B=B1B2B3B4

karş�laşt�r�lacak dörder bitlik say�lar, ç�k�şlar da (A > B) için Ç1 = 1 Ç2 = 0 Ç3 = 0; (A < B)
için Ç1 = 0 Ç2 = 1 Ç3 = 0; ve A = B iken Ç1 = 0 Ç2 = 0 Ç3 = 1 d�r. Klasik anlamda probleme
bakarsak 28 =256 farkl� giriş vard�r, ve bildiğimiz yöntemlerle bu devreye karş� düşen
fonksiyonun indirgemesini elle yapmak pratik değildir. Bilgisayarla yapmak mümkün olsa
bile , algoritmik olan hücresel yap� tüm devre üretimine daha uygun olacakt�r.

A ve B say�lar�n�n eşitliğini yakalayabilmek için
Xi = AiBi + A'iB'i     i = 1,2,3,4

ile tan�mlanan x değişkenlerini incelemek yeter. Çünkü A ve B ye ilişkin karş�l�kl� bitlerin
eşit olmas� durumunda bu ifade 1, aksi halde 0 değerini al�r. (x) lerin dördünün birden 1
olmas� A = B olduğunu gösterir Yani

Ç3 = x1 x2 x3 x4 = 1
ise A=B  dir. Üçüncü ç�k�ş belirlenmiş oldu.
A > B için ise önce en ağ�rl�kl� bitleri karş�laşt�rmal�y�z, eğer A n�nki 1, B ninki 0 ise

(A4B'4 = 1) A > B dir. En ağ�rl�kl� bitler birbirine (x4 = 1) eşit ve (A3B'3=1) ise yine A > B dir.
Bu yap� en kötü ihtimalle, benzer biçimde, en az ağ�rl�kl� bitlerin karş�laşt�r�lmas�na kadar
devam eder. Yani

Ç1 = A4B'4 + x4 A3B'3 + x4 x3A2B'2 +  x4 x3 x2A1B'1
ifadesi 1 ise A > B dir. Bir başka deyişle A > B nin sağlanmas� için

i. A4= 1, B4= 0 (A4B'4=1) veya
ii. A4= B4 ve  A3= 1, B3= 0(A3B'3= 1) veya
iii A4= B4 ve A3= B3 ve  A2= 1, B2= 0(A2B'2= 1) veya.
iv. A4= B4 ve A3= B3 ve A2= B2 ve  A1= 1, B1= 0(A2B'2= 1)

d�r.
Benzer ak�l yürütme ile A < B ç�k�ş� için

Ç2 = A'4B4 + x4 A'3 B3 + x4 x3A'2B 2 +  x4 x3 x2A'1B1
ifadesi bulunabilir.
Şekil 5.7 de yukar�da ifadelere karş� düşen devre verilmiştir.



69

A4

B'4

A'4

X4

B4

A3

B'3

A'3

X3

B3

A2

B'2

A'2

X2

B2

A1

B'1

A'1

X1

B1

Ç1

Ç2

Ç3

A<B

A>B

A=B

Şekil 5.7 Karş�laşt�rma devresi

5.4 Çözücüler (Decoders)

Çözücüler n girişli 2n ç�k�şl� devrelerdir. n girişin alabileceği her bir giriş permütasyonu
için ç�k�şlardan yaln�zca biri 1, diğerleri ise 0 olur. Bir başka deyişle ç�k�şlar mintermleri
belirlemektedir.

Şekil 5.8 de 3x8 (3x23 ) lik bir çözücü devresi verilmiştir.
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m0=x'1x'2x'3

m1=x'1x'2x3

m2=x'1x2x'3

m3=x'1x2x3

m4=x1x'2x'3

m5=x1x'2x3

m6=x1x2x'3

m7=x1x2x3

x3x1 x2

Şekil 5.8 3X8 çözücü devresi

Boole fonksiyonlar�n�n çözücüler kullan�larak gerçekleştirilmesi

n x2
n
 lik bir çözücü, olabilecek  bütün 2

n
 minterimi oluşturacağ�na göre; herhangi bir n

değişkenli Boole fonksiyonu, iki seviyeli olarak çözücülerle gerçekleştirilebilir. n

değişkenli, doğru minterm say�s� k  olan bir Boole fonksiyonu,  n x 2
n
 lik bir çözücü ve k

giriş yelpazesi olan bir VEYA kap�s�yla  gerçekleştirilebilir. Hatta genelleştirme yap�larak,

n değişkenli m tane Boole fonksiyonu bir tane n x 2
n
  çözücü ve m tane VEYA kap�s�yla

gerçekleştirilebilir.
Bir örnek olarak üç değişkenli, iki Boole fonksiyonunu bir MSI çözücü ile

gerçekleştirelim. Fonksiyonlar
f1 = ∑ 1, 2, 4, 5
f2 = ∑ 0, 2, 5,7

olsun. Her birinde 4 doğru minterm olduğuna göre dört girişli iki VEYA kap�s�na gerek
vard�r. Şekil 5.9 da devre verilmiştir.

x1

x2

x3

f1

f2

20

21

22

0
1
2
3
4
5
6
7

3x8
Çözücü

Şekil 5.9 İki fonksiyonun bir çözücü kullan�larak gerçekleştirilmesi
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Fonksiyonlar�n çözücüler kullan�larak gerçekleştirilmesinde bir indirgeme sorunu yoktur.
Buna karş�l�k çözücünün içinde kap� ve giriş / ç�k�ş yelpazesi aç�s�ndan da hiçbir tasarruf
yap�lmam�şt�r. SSI elemanlar�yla yap�lacak sentezde ise, indirgeme ile, sözü edilen
tasarruflar göz önünde tutulmuştur. SSI veya MSI elemanlar�ndan hangisinin tercih
edilerek gerçekleştirilme yap�lacağ� koşullara bağl�d�r. Örneğin ayn� fonksiyondan çok
say�da üretilecekse, SSI sentezdeki indirgeme yap�larak bulunan lojik devrenin, tüm
devre olarak gerçekleştirilmesi daha uygun olur. Eğer yaln�zca üç beş tane fonksiyon
gerçekleştirmesi söz konusu ise, mevcut MSI elemanlar�n� kullanmak hem zaman hem de
işçilik tasarrufu sağlan�r.

Yanl�ş minterim say�s� doğru minterm say�s�ndan az ise,  f ' ( f in tümleyeni)
gerçekleştirilip VEYA yerine TÜVEYA kap�s� kullan�larak; VEYA kap�s� giriş  yelpazesinde
tasarruf sağlanabilir.

Pratikte kullan�lan MSI çözücülerin, bir de kontrol girişi "enable" vard�r ve MSI
eleman�n�n çal�şmas�n� kontrol eder. Bu giriş 0 iken minterm ç�k�şlar�n�n hepsi 0 olur,
aksine bu giriş 1 iken ise çözücü normal çal�şma işlevini yerine getirir. Devrede bütün VE
kap�lar�n�n girişlerine bu kontrol girişi bağlanarak istenen işlev yerine getirilebilir. Şekil
5.10 da böyle bir çözücü ve doğruluk tablosu verilmiştir.

    E  x 1  x2        m 0    m 1    m 2    m 3

  0    k    k         0     0     0    0
 1    0    0         1     0     0    0
 1    0    1         0     1     0    0
 1    1    0         0     0     1    0
 1    1    1         0     0     0    1

m0
m1

m2
m3

x1

x2

E

2x4
çözücü

m0
m1

m2
m3

x1 x2

E 1x4
demux

Şekil 5.10 Kontrol girişli bir çözücü ve alternatif yorumu: demultiplekser

Bu çözücüyü, sanki E normal giriş, x1 ve x2 girişleri de sanki kontrol girişleriymiş gibi de
düşünebiliriz. Bu durumda kontrol girişinin karş� düştüğü minterm ç�k�ş� E girişinin
değerini al�r. Bir başka diyişle E girişine gelen bilgi dört ç�k�ştan istenenine
verilebilmektedir. Bu işlev haberleşmede kullan�lan demultiplekser (demultiplexer)
işlevidir.

Çözücülerdeki kontrol girişi, giriş say�s� az olanlar çözücüler kullanarak, giriş say�s�
daha fazla olan çözücülerin  elde edilmesine de yarar. Şekil 5.11 de iki tane 3x8 lik
çözücü kullan�larak gerçekleştirilen, 4x16 l�k bir çözücü devresi verilmiştir. x4 = 0 iken
yukar�daki çözücü çal�ş�r ve  m0 dan m7 ye kadar mintermler  ç�k�ş�nda gözlenir. Bu
s�rada  alttaki çözücü çal�şmaz ve bütün ç�k�şlar� 0 d�r. x4 = 1 olduğunda ise alttaki
çözücü çal�ş�r ve m8 den m15 e kadar minterimler,  bu çözücü ç�k�ş�nda gözlenir. Bu
s�rada üstteki çözücü çal�şmaz ve ç�k�şlar� 0 d�r.
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3x8
çözücü

x1 m0

m7

x2

x3

3x8
çözücü

m8

m15

x4

Şekil 5.11 İki 3x8 lik çözücüden elde edilen 4x16 l�k çözücü devresi

Kod çözücünün tersi işlevi yerine getiren devrelere kodlay�c� (encoder) denir. Bu

devrelerin giriş say�s� 2
n
, ç�k�ş say�s� ise n dir. Girişlerden biri 1 iken, diğerleri 0 olmak

zorundad�r. Hangi girişe (1) gelmişse on girişin iki taban�ndaki karş�l�ğ� ç�k�şta görülür.
Örneğin 6. girişe 1 gelmişse, ç�k�ş 110 d�r. Böyle bir devreyi bir uygulama olarak
gerçekleyiniz.

5.5 Multiplexer (Çoğullay�c�) devreler

Genel olarak çoğullay�c�lar, birden fazla fiziksel bilgi kaynağ�ndaki bilgiyi, istenen
s�rada, tek bir fiziksel bilgi kanal�na aktarmaya yararlar. Lojik devre kapsam� içinde

çoğullay�c� 2
n
 girişteki bilgiyi n kontrol girişi (select) ile istenen s�rada tek ç�k�şa

aktarmaya yarayan kombinezonsal devrelerdir. K�saca mux diye bilinirler.

Şekil 5.12 de 4x1 (2
2
x1) lik bir mux'�n lojik devresi verilmiştir. seçme girişlerinin  her bir

permütasyonu VE kap�lar�yla oluşturulurken bu kap�lar�n girişlerine 2
n
 mux girişleri  ayr�

ayr� bağlanm�şt�r. Görüldüğü gibi  bu yap�da n x 2
n
  (n = 2)lik bir  dekoderin , 2

n
  say�daki

VE kap�s�na n tane bağ�ms�z giriş bağlanm�şt�r. 2
n  tane  VE ç�k�ş�, mux �n tek bir ç�k�ş�na,

bir VEYA kap�s�yla al�nm�şt�r.

I0

I1

I2

I3

S1

S0

Z

Z

0

1

2

3

4x1
mux

S0 S1

S0  S1    Z

0     0    I0
0     1    I1
1     0    I2
1     1    I3

I0

I1

I2

I3

Şekil 5.12 4x1 mux lojik devresi, blok diyagram� ve doğruluk tablosu

Pratikte kullan�lan mux lar�n, dekoderler de olduğu gibi, çal�şmay� kontrol eden bir
enable girişi (strobe da denir) vard�r. Enable'�n belli bir giriş değeri için ç�k�şlar�n hepsi 0
(bazen 1) olur, diğer giriş değeri için ise mux normal çal�şma işlevini yerine getirir. Bu
kontrol girişi bir üst mertebeden mux �n bir alt mertebeden iki mux kullan�larak elde
edilmesini de sağlar. Söz konusu yap� decoderler de olduğu gibidir. Örneğin 8x1 lik bir
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mux, 2 tane 4x1 lik mux �n enable girişleri kullan�larak  elde edilebilir. Ç�k�şa gelecek
kap�n�n ne olmas� gerektiğini düşününüz.

Pratikte birden fazla mux �n, seçme ve enable girişleri ortak olmak üzere ayn� MSI
eleman�nda kullan�ld�ğ� görülür. Örneğin içersinde dört tane 2x1 mux �n bulunduğu MSI
elemanlar� (74157) ticari olarak vard�r. Şekil 5.13 te böyle bir MSI eleman�n�n lojik devresi
verilmiştir. A ve B girişlerini farkl� kaynaklardan gelen dörder bitlik enformasyon olarak
düşünürsek, sanki bu devre, A veya B enformasyonundan birini isteği bağl� olarak seçip
ayn� bir yoldan (bus) bir başka yere göndermektedir. Böyle bir işlev bilgisayarlar�n alt
birimleri aras�nda veri al�ş verişinin, ortak bir hat üzerinde yap�lmas�nda faydal� olur.

A0

A1

A2

A3

B0

B1

B2

B3

(select)
S

(Enable) E

Z0

Z1

Z2

Z3

E      S       Z

1      x       hepsi 0
0       0        A

0       1        B

Şekil 5.13 dört 2x1 lik mux tan oluşan lojik devre

Mux larla Boole fonksiyonlar�n�n gerçekleştirilmesi
Bundan önceki bölümlerde gördüğümüz gibi, dekoder ve mux larda mintermler

oluşturulmakta, dekoderlerde ayr�ca bir VEYA kap�s� kullan�larak, herhangi bir fonksiyon
gerçekleştirilmekteydi. Mux larda ise bu VEYA kap�s� tümleşik devrenin içinde
bulunmaktad�r. Amac�m�z mux lar� kullanarak bir Boole fonksiyonunun nas�l

gerçekleştirilebileceğini göstermek. n seçicili 2
n
x1 lik bir mux ile n değişkenli bir

fonksiyonu gerçekleştirelim. Değişkenleri seçiciler seçelim. Seçicilerin alacağ� her bir
değer permütasyonu bir minterimi belirler ve buna karş� düşen mux ta bir giriş vard�r.
Eğer gerçekleştireceğimiz fonksiyon, bu minterm için 1 ise (doğru minterm) buna karş�
düşen girişe 1, 0 ise (yanl�ş minterm) bu girişe 0 uygulayal�m. Ayn� işlev bütün giriş değer
permütasyonlar� için tekrarland�ğ�nda mux ç�k�ş�nda istediğimiz fonksiyonu
gerçekleştirmiş oluruz.

Yukar�da aç�klanandan bir ad�m daha ileri giderek, (n+1) değişkenli bir fonksiyon n

seçicili 2
n
x1 lik bir mux la gerçekleştirilebilir. Bunun için n değişken seçiciler olarak al�n�p,

girişlere de 0, 1, xn veya x'n den biri uygulan�r. Bir örnek üzerinden gerçekleştirmenin nas�l
yap�lacağ�n� görelim. Şekil 5.13 te bir örnek fonksiyon ve devresi verilmiştir. Fonksiyon üç
değişkenli  f = ∑ 1, 2, 6, 7 olduğuna göre 4x1 lik iki seçicili bir mux a gereksinim vard�r.
X1, x2 değişkenlerini seçiciler olarak seçelim. Doğruluk tablosundan görüldüğü gibi  x1, x2
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değişkenlerinin bir değer permütasyonu için x3 in ald�ğ� 0 ve 1 olmak üzere iki değer
vard�r. Bu değerler için fonksiyonun ald�ğ� değerler 0, 1,  x3 veya x'3 olabilir. Buna göre
tabloyu tekrar düzenlersek (Şekil 5.13 te gölgelendirilerek belirtildi). , mux girişlerine ne
bağlayacağ�m�z ortaya ç�kar. Bu tablodaki sonuca, bir başka düzenlemeyle daha çabuk
ulaşabiliriz. Öyle ki sütunlar�, seçicilerin belirlediği mintermlere karş� düşen girişler;
sat�rlar� da x3 değişkeni ve tümleyenini gösterecek biçimde bir tablo oluşturulsun. Bu
durumda sat�r ve sütunlara karş� gelen yerler, olabilecek bütün minterimlerdir. Doğru
minterimleri bir yuvarlak içine alal�m, yuvarlak içinde olmayanlar yanl�ş mintermler olsun.
Buna göre

i bir sütundaki (bir seçici girişini belirler) mintermler yuvarlak içinde değilse, bu sütuna
ilişkin giriş  0,

ii. bir sütundaki (bir seçici girişini belirler) mintermler yuvarlak içindeyse, bu sütuna
ilişkin giriş 1,

iii. bir sütundaki (bir seçici girişini belirler) mintermlerden  x3 sat�r�na karş� gelen
yuvarlak içinde x'3 sat�r�na karş� gelen yuvarlak içinde değilse bu sütuna ilişkin giriş x1,

iv (iii) durumun tersi ise ilgili giriş x'1 olmal�d�r. (Şekil 5.13)

minter
m

x1 x2 x3 f

0 0 0 0 0
1 0 0 1 1

f = x3

2 0 1 0 1
3 0 1 1 0

f =
x'3

4 1 0 0 0
5 1 0 1 0

f = 0

6 1 1 0 1
7 1 1 1 1

f = 1

Z
0

1

4x1
mux

x1x2

00 01 10 11
I0 I1 I2 I3

x1x2

(0)x'3
(1)x3

x3 x'3

0

1 3 5 7

642

0 1

I0

I1

I2

I3

x3

x'3

x1 x2

Şekil 5.13 dört değişkenli bir fonksiyonun 4x1 mux la gerçekleştirilmesi
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f
0

1

8x1

mux

000 001 010 011
I0 I1 I2 I3

x1x2x3

(0)x'4
(1)x4

1

0

1 3 5 7

642

0

I0

I1

I2

I3

x4

x'4

x1 x3

x4

100 101 110 111
I4 I5 I6 I7

1

8

9 11 13 15

141210

0x'4 x40

I4

I5

I6

I7

x2

Şekil 5.14 f=∑ 0,1,3,4,8,9,15 fonksiyonunun 8x1 mux kullanarak gerçekleştirilmesi

Şekil 5.14 te dört değişkenli bir örnek fonksiyonun 8x1 lik bir mux ile gerçekleştirilmesi
gösterilmiştir.

Yukar�da örnek üzerinde aç�klanan gerçekleştirme yöntemi genelleştirilebilir. Burada en
çok ağ�rl�kl� bitlere karş� gelen değişkenlerin d�ş�ndaki değişenler seçici girişleri olarak
seçilmiştir, mux girişlerine de 0,1 veya en ağ�rl�kl� değişkenin kendisi veya tümleyeni
gelmektedir. halbuki herhangi n-1 değişken seçici, kalan değişken giriş seçilerek te,
benzer ak�l yürütmeyle gerçekleştirme yap�labilirdi.

5.6 Read-Only Memory (ROM)

Bu ve bundan sonraki k�s�mda, ROM (Read Only Memory) ve PLA (Programmable
Logic Array) elemanlar� göreceğiz. Bu elemanlar içinde 100-1000 civar�nda kap�
elemanlar� bulunduran LSI ( Large Scale Integrated Circuits)  devrelerdir.

ROM elemanlar�n�, gördükleri işlevler aç�s�ndan, iki farkl� biçimde inceleyebiliriz.
Birincisi birden fazla Boole fonksiyonunun, bir tümleşik devre ile gerçekleştirilmesini

sağlarlar. ROM LSI eleman�n�n içinde bir dekoder ile gerçekleştirilecek fonksiyon say�s�

kadar VEYA kap�s� vard�r. VEYA kap�s� say�s� m olsun.  nx2
n
 lik dekoderde 2

n VE
kap�s�n�n ç�k�ş�n� her bir VEYA kap�s�na bağlayan, mx2n tane bağlant� vard�r. Bu
bağlant�lar, isteğe göre, aç�k veya k�sa devre yap�labilirler. Diyelim m tane Boole
fonksiyonu gerçekleştireceğiz. 1. fonksiyonda hangi doğru minterimler varsa, onlara ilişkin
VE kap�lar�n�n ç�k�şlar�, 1. VEYA kap�s�n�n girişlerine, bağlant�lar k�sa devre yap�larak
birleştirilir. Yanl�ş mintermlere karş� gelen VE kap�lar�n�n ç�k�şlar� ise aç�k devre yap�larak
VEYA kap�s�n�n girişine bağlanmaz. Böylece 1. fonksiyon gerçekleştirilmiş olur. Diğer
fonksiyonlar da benzer biçimde gerçekleştirilir. Bağlant�lar�n aç�k veya k�sa devre
yap�lmalar�, üretici firman�n belirlediği yöntemle özel aletler kullan�larak yap�l�r. n giriş
değişkenli  m ç�k�şl� bir ROM eleman�n iç yap�s� Şekil 5.15 te verildiği gibidir. Böyle bir

ROM 2
n
xm lik ROM olarak adland�r�l�r.
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Şekil 5.15 Genel bir ROM eleman�n�n devresi

Yukar� aç�klad�ğ�m�z ROM' u, yaln�zca okunabilen bellek işlevini yerine getiren bir
eleman  olarak ta görebiliriz. Yaln�zca okunabilen bellek eleman�ndan kastedilen, adres
bitleri dediğimiz giriş değişkenlerinin belli bir permütasyonuna karş� gelen belli bir yerde,

kelime (word) dediğimiz m bitlik belli bir bilginin tutulmas�d�r. 2
n
xm lik ROM da n giriş

değişkeni ile 2
n
 farkl� adres tan�mlanabilir, bu adreslere de m bitlik kelimeler (word)

saklanabilir. Yukar�da aç�klad�ğ�m�z ROM da, girişler sanki adresleri (minterimleri)
vermekte; girişlere karş� gelen m fonksiyonun ald�ğ� değer de, ç�k�şlar� sanki o adresteki
bilgi(word)yi vermektedir diye düşünülebilir (Şekil 5.15).
Şimdi bir örnek üzerinde ROM un iki farkl� yorumunu yapal�m. Ele alacağ�m�z örnek,

çizim ve anlat�m kolayl�ğ� aç�s�ndan iki giriş ve iki ç�k�şl� seçilmiştir. Pratikte 7-8 giriş ve 8
ç�k�ş değişkenliler yayg�nd�r. Şekil 5.16 da verilen örnek ROM,  iki iki-değişkenli fonksiyon
olarak düşünülebilir. Ayn� ROM, dört adresinde,  iki bitlik dört kelimenin bulunduğu, bir
bellek eleman� olarak ta düşünülebilir.

x
2

x1

2x4
Dekoder

m0 F1

m
1

m2

m3 F
2

Şekil 5.16 Örnek bir ROM ve iki yorumu

Şimdi pratik bir örnek yapal�m. S�f�rdan yediye kadar say�lar�n karelerini alan bir
kombinezonsal devreyi ROM kullanarak gerçekleyelim. Yedi ye kadar say�lar� temsil
edebilmemiz için üç giriş değişkenine, s�f�rdan k�rk dokuza kadar say�lar� temsil

edebilmemiz için de alt� ç�k�ş fonksiyonuna gereksinim vard�r ( 2
5 

= 32, 2
6 

=6 4). Doğruluk
tablosu ve ROM devresi Şekil 5.17 verilmiştir. Doğruluk tablosundan görüldüğü gibi;  5.
ç�k�ş her giriş için 0, 6. ç�k�ş ise 3. girişle ayn�d�r o nedenle ayr�ca bir ROM ç�k�ş�

adres x1 x2 F1 F2 kelime
0 0 0 0 1 1
1 0 1 1 0 2
2 1 0 1 1 3
3 1 1 1 0 2

x 4

x 3

x
2

x 1

nx2n

Dekoder

m 0

a
d
r
e
s

k
e
l
i

m
e

F1

F2

Fm

Aç�k veya k�sa devre
yap�labilecek bağlant�lar

m2n-1
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gerektirmezler.  3 adres bitli 4 ç�k�şl� bir ROM, 0 dan 7 ye kadar say�lar�n karelerini almak
için yeterli  olur.

x1 x2 x3 F1 F2 F3 F4 F5 F6

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1
2 0 1 0 0 0 0 1 0 0 4
3 0 1 1 0 0 1 0 0 1 9
4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 16
5 1 0 1 0 1 1 0 0 1 25
6 1 1 0 1 0 0 1 0 0 36
7 1 1 1 1 1 0 0 0 1 49

x1 x2 x3

F1 F2 F3 F4

8x4
ROM

F5 F6F5

0

Şekil 5.17 Kare alma işlemi yapan bir ROM devresi

ROM türleri
ROM'  lardaki  bağlant�lar iki biçimde yap�labilir: mask ve programlama. Mask

bağlant�lar üretim s�ras�nda direkt olarak yap�l�r. Programlama da ise üretimden sonra;
kullan�c� taraf�ndan, özel cihazlarda katalog bilgisine göre programlanarak "PROM",
yap�l�r. Her ne kadar programlanarak yap�l�yor denirse de bağlant�lar hardware olarak
sağlanmaktad�r.

ROM lara konan bilgiler, ROM'un türüne göre, ya bir daha hiç değiştirilemezler veya
silinip yeni bilgilerlerle değiştirilebilirler. İkinci tür olanlara "silinebilir PROM " EPROM
(Erasable PROM) denir. Silme işlemi elektronik olarak yap�lanlara "elektronik olarak
silinebilen ROM"( EAROM:Electronically alterable ROM) denir. Silme işlemi mor ötesi
�ş�nla yap�lanlara ise "silinebilen ROM" EPROM (erasable ROM) denir.

ROM lar genel olarak çok girişli bir çok fonksiyonun gerçekleşmesinde yayg�n olarak
kullan�labilirler, örneğin ASCII kodundan EBIDIC koduna dönüştürücüler gibi. Diğer
taraftan ROMlar yaln�zca okunan bellek elemanlar� olarak software kontrol birimlerinde
yayg�n biçimde kullan�l�rlar.

5.7 PLA (Programable Logic Array)

Bundan önceki k�s�mda ROM larla fonksiyon gerçekleştiriken gördük ki, fonksiyonun 1
değerini ald�ğ� doğru minterimler için,  ROM un içinde n girişli  bir VE kap�s� vard�r. Yani

ROM larda 2
n
  VE kap�s� varken, gerçekleştirmede biz bunlardan yaln�z fonksiyondaki 1
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say�s� kadar olan�n� kullanmaktay�z. Sağlanan avantaj, indirgeme düşünmeden
gerçekleşmeye geçilebilmesi oldu. Buna karş�l�k ROM daki bir çok VE kap�s� da
kullan�lmad�. Oysa biliyoruz ki indirgeme yapt�ğ�m�zda kullanacağ�m�z VE kap�s� say�s�
fonksiyondaki 1 say�s�ndan çok daha az olacakt�r. İşte bu olumsuzluğa cevap verebilmek
için PLA (Programable Logic Array) LSI elemanlar� geliştirilmiştir.

PLA'  in yap�s� ROM yap�s�na benzerdir. ROM lu gerçeklemelerde  fonksiyondaki her bir

1 e  karş�l�k ROM daki 2
n
 kap�dan biri seçilir. ROM larda n giriş değişkeni say�s� olmak

üzere n giriş yelpazeli 2
n
  VE kap�s� varken;  PLA de 2

n
  den çok daha küçük say�da n giriş

yelpazeli VE kap�s� vard�r. İkinci seviyedeki VEYA kap�lar�n�n giriş yelpazesi, ROM larda

2
n
 iken PLA de 2

n 
den çok daha küçük VE kap�s� say�s� kadard�r. Örneğin Pratikte

kullan�lan bir PLA de n = 16 giriş değişkeni , 46 n-girişli VE kap�s� ( ROM olsa idi bu
say�n�n 216 = 256 olmas� gerekirdi) ve 8 ç�k�ş ( 8 bitlik kelimeler) vard�r.  82S100 PLA nin
yap�s� bu yap�dad�r

k tane
n girişli

VE kap�s�

m tane
kxm girişli

VEYA
kap�s�

n
giriş

nxk
bağlant�

nxk
bağlant�

kxm
bağlant�

m
bağlant�

m
ç�k�ş

Şekil 5.18 Bir PLA eleman�n blok diyagram�

Şekil 5.18 de genel olarak bir PLA eleman�n�n blok diyagram� gösterilmiştir. Giriş say�s�
n dir. k << 2n  olan k tane VE kap�s� vard�r . Öyle ki her bir kap�n�n giriş yelpazesi n dir;
ancak 2n bağlant� vard�r. (n) tanesi değişkenin kendisi diğer (n) tanesi ise değişkenin
tümleyeni için gereklidir. Gerçekleştirilecek fonksiyona göre, bu VE kap�lar�n�n girişlerine
ilişkin  2n x k bağlant�n�n aç�k devre yap�lmas� veya k�sa devre olarak tutulmas� gerekir.
Ç�k�ş say�s� m kadar, VEYA kap�s� vard�r. Bu kap�lara k tane VE kap�s�, k x m bağlant� ile
bağlanm�şt�r. Gerçekleştirilecek fonksiyonda kaç çarp�mlar terimi varsa, onlara ilişkin
bağlant�lar k�sa devre olarak tutulmal�, diğerlerine ilişkin bağlant�lar ise aç�k devre
k�l�nmal�d�r. (m) tane ç�k�şta  fonksiyonun kendisi veya tümleyeni elde edilebilir. Bir ç�k�ş
fonksiyonunun kendisi ç�k�şa aktar�lmak isteniyorsa ona ilişkin bağlant� k�sa devre olarak
b�rak�lmal�, tümleyeni elde edilmek isteniyorsa ilgili bağlant� aç�k devre yap�lmal�d�r.
Ç�k�şta ki m bağlant� bize ç�k�ş fonksiyonlar�n�n kendileri veya tümleyenlerini ç�k�şa
almam�z� sağlar. Bunun faydas�n� bundan sonraki bölümde PLA in programlanmas�nda
göreceğiz.
Şimdi bir örnek olarak basit iki fonksiyonun PLA ile gerçekleştirilmesinde, bağlant�lar�n

nas�l seçileceğini inceleyelim. Pratikte böyle bir gerçekleştirme PLA eleman�yla yap�lmaz,
anlaş�lmas� kolay olsun diye bu örnek yap�lmaktad�r. Pratikte PLA elemanlar� çok say�da
fonksiyonlar�n tek bir elemanla gerçekleştirilmesinde yayg�n olarak kullan�l�r.

Gerçekleştirilecek İki-değişkenli iki fonksiyonun doğruluk tablosu ve Karnaugh
diyagramlar� Şekil 5.19 da verilmiştir. Görüldüğü gibi gerçekleştirilecek fonksiyonlarda
ortak olan çarp�mlar terimi için ayn� VE kap�s� kullan�lmaktad�r. Bir amaç ta böyle ortak
olan çarp�mlar terimleri say�s�n� maksimize etmektir.



79

x1 x2 x3 F1 F2

Çarp�m
terimleri Girişler ç�k�şl

ar
0 0 0 0 0 x x x F F

0 0 1 0 0 1 x1x�2 1 0 - 1 -
0 1 0 0 0 2 x1x3 1 - 1 1 1
0 1 1 0 1 3 X2X3 - 1 1 - 1
1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 PLA program tablosu
1 1 0 0 0
1 1 1 1 1

x1x2
x3

01 11 10

0

1

00

1

1

1

x1x2
x3

01 11 10

0

1

00

111

F1 = x1x�2+x1x3 F2=x1x3+x2x3

Şekil 5.19 PLA eleman�yla gerçekleştirilecek örnek iki değişkenli iki fonksiyon

Bu örnek fonksiyonlar�n PLA ile gerçekleştirilmesinde, hangi bağlant�lar�n aç�k devre
yap�lacağ�, hangi bağlant�lar�n ise k�sa devre olarak b�rak�lacağ�, Şekil 5.20 de
gösterilmiştir.

Şekil 5.20 Örnek iki fonksiyonun PLA gerçekleştirilmesi
PLA program tablosu
Yukar�da örnek fonksiyonunun PLA eleman� ile gerçekleştirilmesinde önce fonksiyonlar

indirgendi.  ROM larla gerçeklemede  fonksiyonlar indirgenmemişti. Ondan sonra
bağlant�lar�n aç�k/k�sa devre yap�lmas�na geçildi. Bağlant�lar�n sistematik bir biçimde
nas�l yap�lacağ�n� gösteren tabloya PLA program tablosu denir. Bu tabloda sat�rlarda,
indirgenmiş fonksiyonlardaki  farkl� çarp�mlar terimleri gösterilir. Birinci sütunda her bir
çarp�mlar terimi için seçilen VE kap�lara numaraland�r�larak gösterilir. Bundan sonraki
sütunlarda değişkenlere ayr�lm�şt�r. 1. sat�rdaki VE kap�s�n�n girişleri için değişkenin
kendisi varsa 1, tümleyeni varsa 0, değişken yoksa (-) konulur. Bu işlem bütün VE

x2

F1

x3

1

x1

3

2

1

2
F2
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kap�lar� için tekrarlan�r. Şekil 5.18 deki blok diyagram�nda 2n x k bağlant�n�n aç�k devre
mi, k�sa devre mi yap�lacağ� belirlenmiş olur. Son sütunlarda ise ç�k�ş fonksiyonlar�n�n her
biri temsil edilir. Bir ç�k�ş fonksiyonunda hangi VE kap�lar� varsa ilgili yere 1, olmayan VE
kap�lar�na ilişkin yere ise (-) konur. Şekil 5.18 deki blok diyagram�nda  k x m
bağlant�lar�ndan hangilerinin aç�k hangilerinin k�sa devre yap�lacağ� belirlenmiş olur.
Bundan önceki örneğe ilişkin PLA program tablosu Şekil 5.19 da verilmiştir.

PLA lerde fonksiyonun kendiside tümleyeni de gerçekleştirilebilmektedir. O nedenle
ortak çarp�mlar terimleri say�s�n� maksimumlaşt�rabilmek için gerçekleştirilmesini
istediğimiz  fonksiyonlar�n tümleyenlerini de düşünebiliriz.
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BBÖÖLLÜÜMM  66  AARRDDIIŞŞIILL  MMAANNTTIIKK  DDEEVVRREELLEERRİİ

Şimdiye kadar ki beş bölümde, ç�k�şlar� girişleriyle yegane olarak belirlenebilen
kombinezonsal mant�k devrelerinin, analiz ve sentezini inceledik. Bu bölümde de ç�k�şlar�
giriş değişkenlerinden başka, durum değişkenleri dediğimiz bellek elemanlar�na ilişkin
değişkenlerle birlikte ancak belirlenebilen ard�ş�l mant�k devrelerini inceleyeceğiz.
Ard�ş�l mant�k devreleri k�saca ard�ş�l devreler olarak adland�r�l�r. Yayg�n olarak bu
devrelere ard�ş�l makineler da denir. Ard�ş�l makine incelememizde s�ras�yla ard�ş�l
makinelerin modellendirilmesi, s�n�fland�r�lmas�, analiz ve sentezi ile sentezde karş�laş�lan
sorunlar� ele alacağ�z. Daha sonra kombinezonsal devrelerde olduğu gibi, ard�ş�l  MSI ve
LSI elemanlar�n�n yap� ve işlevlerini inceleyeceğiz.

6.1 Giriş

Şekil 6.1 deki seri toplay�c� devresini düşünelim. x
1
, x

2 girişleri en az ağ�rl�kl�

basamaktan en çok ağ�rl�kl� basamağa doğru, zamanda s�ral�, iki taban�ndaki iki say�y�
göstersin. z ç�k�ş� da bu iki taban�ndaki say�lar�n toplam� olan say�y�, basamak ağ�rl�ğ�na
göre zamanda s�ral� olarak göstersin. varsayal�m ki x

1
=12 ve x

2
=14 say�lar� toplanacak.

Giriş ve ç�k�ş aşağ�daki Şekil 6.1 deki gibidir.

Seri
toplay�c�

x1
x2

z = x1 + x2(12)01100

(14)01110 (26)11010

Şekil.6.1. Seri toplay�c�.

24 23 22 21 20

t4 t3 t2 t1 t0
(12) x1 0 1 1 0 0
(14) x

2
0         1         1         1         0

(26) z 1 1 0 1 0

t0 ve t
4 anlar�ndaki girişler (00) ayn� olduğu halde ç�k�şlar farkl�d�r. Benzer biçimde t

2 ve

t
3 anlar�ndaki girişler (11) ayn� olduğu halde ç�k�şlar farkl�d�r. Görülüyor ki ç�k�ş yaln�zca

girişler taraf�ndan belirlenememektedir. O halde devre kombinezonsal değil, ard�ş�ld�r.
Ç�k�ş�n belirlenebilmesi için her ti an�nda, bir evvelki ti-1  an�na ilişkin toplam�n "elde" sinin
bilinmesi gerekmektedir. Bu "elde"yi, makinenin herhangi bir t an�ndaki durumunu
belirleyen bir değişken (y) olarak düşünelim. Öyle ki değişkenin ti an�nda ald�ğ� değer (Y),
t i-1 an�nda bu değişkenle (y), giriş değişkenlerinin ald�ğ� değerler taraf�ndan belirlenmiş
olsun. Yani Y = f (x1,x2,y). (y) ye şimdiki durum, (Y) ye de bir sonraki durum, y
değişkenine de durum değişkeni  denir. Örneğimiz için  toplam

elde(y)1 1 0 0 0
x
1

0 1 1 0 0

x
2

0 1 1 1 0

z 1 1 0 1 0
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biçiminde bulunur. Art�k ç�k�ş değişkeni giriş değişkenleri ve 0 andaki durum değişkeni
taraf�ndan yegane olarak belirlenmiştir.

6.2 Ard�ş�l Makinelerin Modellendirilmesi

Ard�ş�l makineler matematiksel, tablo ve diyagram olmak üzere üç farkl� biçimde
modellendirilebilirler.

Matematiksel model : Yukar�da örnekteki seri girişli toplama devresi gibi, sonlu
durumlu ard�ş�l makineleri, M = (G,Ç,D,Y,Z,D0) ile verilen bir matematiksel modelle temsil
edebiliriz.

G: Makinenin farkl� girişlerinden oluşan giriş kümesidir. #G = p ise girişleri temsil
edebilmek için gerekli olan giriş değişkeni say�s� n; n ≥ log

2 p eşitsizliğini sağlayan en

küçük tam say�d�r. X = {x1,x2
. .xn} bağ�ms�z giriş değişkenleri kümesi olsun.

Ç: Makinenin ç�k�ş�nda görülen, farkl� ç�k�şlardan oluşan ç�k�ş kümesidir. #Ç = g ise,
ç�k�şlar� temsil edebilmek için gerekli olan ç�k�ş değişkeni say�s� m; m ≥ log

2 g eşitsizliğini

sağlayan en küçük tam say�d�r. Z = {zl,z2
,.. ,zm}  ç�k�ş değişkenleri kümesidir.

D: Makinenin farkl� durumlar�ndan oluşan kümedir. #D = µ ise, gerekli olan durum
değişkeni say�s� r, r ≥ log

2
 µ  eşitsizliğini sağlayan en küçük tam say�d�r. y = {y1,y2

,.. ,yr}

bağ�ms�z durum değişkenleri kümesidir.
Y = {Y

1
,Y

2
,.. Yr}  bir sonraki durum değişkenleri kümesidir. Bu küme elemanlar� her biri

 Yi 

t+1
 = Yi (x

t

1
, x

t

2
..., x

t

n
, y

t

1
, y

t

2
,....y

t

r
 )  = Yi ( X

t
, y

t
 ) : S n+ r →  S , S = {0,1}     i = 1,2,..r

biçiminde  tan�mlanan  r  tane bir sonraki durum fonksiyonudur. t şimdiki an�, t+1 bir
sonraki an� göstermektedir.

Z = {zl, z2
,.. , zm}  bağ�ml� ç�k�ş değişkenleri kümesidir. Bu  küme elemanlar�n�n her biri

 Zi

t
 = Zi ((x

t

1
, x

t

2
..., x

t

n
, y

t

1
, y

t

2
,....y

t

r
 ) = Zi ( X

t
, y

t
 ): S n+ r  →  S , S = {0,1}   i =1,2, ..m

biçiminde  tan�mlanan m tane ç�k�ş fonksiyonudur.
 Zi fonksiyonlar� x1..xn bağ�ms�z giriş ve y

1
,..,y

r bağ�ms�z durum değişkenlerinin

fonksiyonu ise makineye "Mealy makinesi", Zi fonksiyonlar� yaln�zca, y
1
,..yr durum

değişkenlerinin fonksiyonu ise makineye "Moore makinesi " denir.
Y fonksiyonlar�nda, fonksiyonlar�n ald�ğ� değer (t+1) an�ndaki değer; bağ�ms�z

değişkenlerin ald�ğ� değer ise, t an�ndaki değerlerdir. Z fonksiyonlar�nda ise değişkenler
ve fonksiyonlar�n ald�ğ� değerler ayn� t an� için geçerlidir. Bundan sonra fonksiyonlar�n t
ile ilişkisi ayr�ca simgelenmeyecektir.

D0 : Başlang�ç durumudur. Yani bağ�ms�z durum değişkenlerinin t0 an�ndaki ald�klar�
değerlere karş� gelen  (y0

1
,. .y0

2
,.....y0

r 
) durumudur.

Örnek 6.1. Seri toplay�c� için M matematiksel modelini ç�karal�m.
G giriş kümesi ve değişkenleri: G = {G

1
(x
1
= 0, x

2
= 0); G

2
(x
1
= 0, x

2
= 1) ; G

3
(x
1
= 1, x

2
= 0)

; G4 (x1= 1, x
2
= 1)} dir.

Ç ç�k�ş kümesi ve değişkenleri Ç={(Ç
1
(z
1
= 0), Ç

2
(z
1
= 1)}dir.

D durum kümesi ve değişkenleri D={D
1
(y=0) elde 0, D

2
(y=1) elde 1} dir. (y) bağ�ms�z

durum değişkenidir.
Y bir sonraki durum ve Z ç�k�ş fonksiyonlar� Tablo 6.1. de doğruluk tablosuyla verilen
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Y
t+1

= y' x
1
x

2
+y x'1x2

+y x
1
x'

2
,+y x

1
x

2
  ve

Z = y' x'
1
,x

2
+y' x

1
x'

2
,+y x'1x'

2
+y x1x2

fonksiyonlar�d�r.

Tablo.6.1.Seri toplay�c�ya ilişkin bağ�ms�z değişkenler ve bir sonraki durum ve ç�k�ş
fonksiyonlar�n�n doğruluk tablosu.

   bağ�ms�z değişkenler
giriş

x1

giriş

x2

durum

y
Y
bir sonraki
durum

onksiyonu.

Z
ç�k�ş
fonksiyonu

0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

Matematiksel olarak M = (G, Ç, D, Y, Z, D0 ) ile verilen bir ard�ş�l makine, genel olarak

Şeki1.6.2.deki bir devreye karş� düşürülebilir. Devre iki temel parçadan oluşur.
Şekil.6.2. Bir ard�ş�l makinenin en genel  yap�s�.

Birincisi  kombinezonsal parça ikincisi ise bellek parças�d�r. Kombinezonsal parçan�n
girişleri, sistemin giriş değişkenleri (x

1
x

2
. .xn) ile bağ�ms�z durum değişkenleri (y

1
y

2
. .y

r
)

dir. Kombinezonsal parçan�n ç�k�şlar� da makinenin ç�k�ş değişkenleri (Z
1
Z

2
. .Zm) ile

bellek elemanlar�n�n giriş fonksiyonlar�d�r.

Kombinezonsal devre

Bellek

r.bellek eleman�

1. bellek eleman�

x1

yr

x2

y r(Y r)

y1(Y 1)

y1

z1

zm

Bellek
elemanlar�n�n

ç�k�şlar�:
durum

değişkenleri

bellek
elemanlar�n�n

girişleri

giriş
değişkenleri

ç�k�ş
değişkenleri

t0(t 1)
saat girişi
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Bellek elemanlar�n�n ç�k�şlar� olan iletkenlerde, zaman ekseninde önce y bağ�ms�z
değişkenlerinin sonra bağ�ml� bir sonraki durum değişkenlerinin ald�ğ� değerler gözlenir.
Ard arda gelen iki girişten, ikincisine ilişkin şimdiki durum, birinci girişe ilişkin bir sonraki
durumdur. Seri toplay�c� örneğinde t0 an�ndaki girişler için olan bir sonraki durum 0, t1
an�ndaki girişler için şimdiki durumdur. Benzer biçimde t2 an�ndaki şimdiki durum 0; bir
sonraki durum (elde) ise 1 dir. Bu yeni elde  t3 an�ndaki girişler için şimdiki durumdur.
Bellek elemanlar� bundan sonraki alt bölümde detayl� olarak incelenecektir.

Matematiksel olarak temsil edilen ard�ş�l makine, durum diyagramlar� veya durum
tablolar�yla da temsil edilebilir.

Durum tablosu (Geçiş tablosu, transition table): Sat�rlar�nda durumlar (D kümesinin
elemanlar�), sütunlar�nda girişlerin (G kümesinin elemanlar�) bulunduğu matristir. i. sat�r
ve j. sütunun kesiştiği yerde; makinenin i. sat�ra ilişkin durumunda (Di), j. sütuna ilişkin
giriş (Gj) geldiğinde ki bir sonraki durum (Dk) ile o andaki ç�k�ş (Çk) yaz�l�d�r (Tablo 6.2a).
Özel olarak örnek 6.1 deki seri toplay�c� için durum tablosu Tablo 6.2b de verilmiştir. Bu
tabloda girişler ve durumlar ilgili değişkenler cinsinden ifade edilmiştir.

Tablo.6.2. Ard�ş�l makineye ilişkin durum tablosu.

G1 G2 Gj Gp

D1

D2

Di Dk,Çk

Dµ

(a) Bir ard�ş�l makineye ilişkin genel durum tablosu

x1x2

 00
giriş

X1x2

 01
giriş

x1x2

 11
giriş

x1x2

 10
giriş

y=0
şimdiki
durum

Y,Z
0,0

Y,Z
0,1

Y,Z
1,0

Y,Z
0,1

y=1
şimdiki
durum

Y,Z
0,1

Y,Z
1,0

Y,Z
1,1

Y,Z
1,0

(b) Seri toplay�c�ya ilişkin durum tablosu
Durum diyagram�, düğümler ve topolojik elemanlardan oluşmuş bir diyagramd�r.

Düğümler durumlara karş� düşer. Makine Di durumunda iken Gi girişi alt�nda DJ bir
sonraki durumuna gidiyor ve ç�k�ş zm ise, Di düğümünden DJ  düğümüne yönlendirilmiş bir
topolojik eleman çizilir ve üzerine Gi / zm yaz�l�r. Şekil 6.3 a da durum diyagram�n�n tipik
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bir parças� gösterilmiştir. Örnek 6.1 deki seri toplay�c� için durum diyagram� Şekil 6.3b de
verildiği gibidir. Girişler ve durumlar ilgili değişkenler cinsinden verilmiştir.

Di Dj

Gi / Zm

Di Dj

00 / 0

10 / 1

01 / 1
11 / 0

00 / 1

01 / 1 01 / 0

10 / 0

11 / 1

 (a) Genel olarak durum diyagram� (b) Toplay�c�ya ilişkin durum diyagram�
Şekil.6.3. Durum diyagramlar�.

6.3 Ard�ş�l  Makinelerin S�n�fland�r�lmas�

Ard�ş�l makineler senkron (saatli) ve asenkron (saatsiz) makineler olmak üzere iki ana
s�n�fa toplan�rlar. Senkron makinelerde periyodik saat darbeleri üreten bir merkezi saat
(master-clock generator) vard�r. Bütün bellek elemanlar�n�n saat girişlerine, bu merkezi
saat ç�k�ş� bağlanm�şt�r (bak�n�z Şekil 6.2). Makinenin durum değiştirmesi, saat darbesi
geldiği zaman mümkündür. Yeni bir saat darbesi gelene kadar,  makinenin durumunda bir
değişiklik olmaz. Makinenin kombinezonsal k�sm� ise saat darbesinden bağ�ms�z çal�ş�r.
Her bir giriş için bir saat darbesi uygulanmal�d�r. Makinenin çal�şma h�z� saat darbelerinin
periyoduyla s�n�rlanm�şt�r. örneğin seri toplay�c� devre bir senkron ard�ş�l makinedir.

Asenkron makinelerde saat darbeleri yoktur. Temel modda (fundemental mode) ve
darbe modunda (pulse mode) çal�şanlar olmak üzere iki farkl� türden olabilirler. Temel
modda çal�şan asenkron makinelerde girişler seviye biçimindedir, yani yeni bir giriş
gelene kadar eski girişler durarak sistemin kararl� (stabil) bir duruma gelmesini sağlar.
Yar�ş problemi olmamas� için birden fazla giriş değişkeni ayn� anda değişmez. Darbe
modunda çal�şan makinelere gelince, girişleri darbe biçimindedir. Herhangi bir anda giriş
değişkenlerinden yaln�z biri 1 olur, diğerleri 0 olmak zorundad�r. Farkl� girişler aras�nda
bütün girişler birlikte 0 olmak zorundad�rlar.Şekil 6.4 de ard�ş�l makinelerin
s�n�fland�r�lmas� gösterilmiştir.

Bu dersin kapsam� içinde bilgisayarlarda kullan�lan senkron makineler ağ�rl�kl� olarak
incelenecek, çoğunlukla kontrol sistemlerinde kullan�l�n asenkron makineler ise
incelenmeyecektir.



86

ARDIŞIL MAKİNA ASENKRON MAKİNASENKRON MAKİNA

ARDIŞIL MAKİNA

Darbe modunda
çal�şan
makina

Temel modda
çal�şan
makina

Şekli.6.4. Ard�ş�l makinelerin s�n�fland�r�lmas�.

6.4 Bellek Elemanlar�

Ard�ş�l devrede her bir durum değişkenine ilişkin bir bellek (flip flop) eleman� vard�r.
Bundan dolay� bellek elemanlar� 1 bitlik bir bilginin saklanmas�n� sağlarlar. Ç�k�ş şimdiki
durum değişkeni y ve ayn� zamanda bir sonraki durum fonksiyonu olan Y dir. Ayr�ca
durum değişkenin veya bir sonraki durum değişkeninin tümleyeni de ç�k�ş olarak vard�r.
Şimdi belli başl� bellek elemanlar�n� teker teker inceleyelim.

SR bellek eleman�: iki girişli S(set), R(reset) ve iki ç�k�şl�d�r (y,y' )  y' f devrenin yap�s�
dolay�s�yla doğrudan elde edildiğinden, ikinci bir ç�k�ş değerlendirilmiştir. Bütün diğer
bellek elemanlar�nda da durum ayn�d�r, yani y ve y' ç�k�şlar� vard�r. SR bellek eleman�n
tan�m� bir sonraki durum fonksiyonu, durum tablosu ve durum diyagram� olarak şekil 6.5
te verilmiştir. (11) girişinin hiçbir zaman uygulanmayacağ� varsay�larak ç�k�şlar k=keyfi
olarak al�nm�şt�r. SR bellek eleman�n�n çal�şmas�, girişler birbirinin z�tt� iken 'S nin
dediğini yap�yor' biçiminde de yorumlanabilir.

0 1

01/0

01/0

10/1

00/0 10/1

00/1

Y = S + R ' y

SR
y 00 01 11 10

0

1

0 0 K 1

1 0 K 1

s

R

y (Y)

y ' (Y ')

Şekil 6.5 SR bellek eleman�
Şimdi Şekil 6.6 te verilen devreyi analiz ederek, Şekil 6.5 te tan�mlanan SR flip flopuna

karş� düştüğünü gösterelim. Şekil 6.6 teki devrenin ç�k�şlar�n�, başlang�çta sanki biri
diğerinin tümleyeni değilmiş gibi düşünüp, sonra bu ç�k�şlar�n birbirlerinin tümleyeni
olduklar�n� gözleyelim



87

R(reset)

S(set)

t (T)

v (V)

a) TÜVEYA kap�lar�yla gerçekleştirilen SR flip flopu
t v S R T V
0 0 0 0 0

1
1
0

TÜVEYA kap�lar�n�n gecikmelerine bağl�
olarak iki hal (01 veya 10) olabilir, belirsizlik
var

0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0 0
1 1 0 0 0

1
1
0

TV(00) ara durumundan sonra TÜVEYA
kap�lar�n�n gecikmelerine bağl� olarak iki hal
(01 veya 10) olabilir, belirsizlik var

1 1 0 1 0 1
1 1 1 0 1 0
1 1 1 1 0 0
0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 1 0
1 0 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0

b) Devrenin en genel durumda analizi
t v S R T V
0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0
1 0 0 0 1 0
1 0 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0

c) Devrenin girişlerine 11 gelmeyeceği koşulu alt�nda sadeleşmiş doğruluk tablosu
y S R Y Y'
0 0 0 0 1
0 0 1 0 1
0 1 0 1 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 1 0

d) Sonuçta var�lan  doğruluk tablosu

Şekil 6.6 SR belek eleman�n devresi
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Şekil 6.6 b deki tabloda devrenin girişine hiçbir zaman SR (11)  uygulanmayacağ�
düşünülürse TV nin hiçbir zaman TV(00) durumuna gelmeyeceği görülür. Bu varsay�m
alt�nda, tablodaki ilk dört sat�r silinebilir. Diğer taraftan TV sütunlar�nda 11 durumu hiç
görünmemektedir. O nedenle  TV(11) e karş� gelen, tablodaki ikinci dörtlü sat�r da
silinebilir. Girişine hiçbir zaman 11 gelmeme koşulu alt�nda basitleştirilmiş tablo Şekil 6.6
c de verilmiştir. Bu tabloda ki ç�k�şlar�n her biri  biri diğerinin tümleyenidir. O halde V=T'
dür. Şekil 6.6 d de var�lan sonuç tablo, SR flip flopunun tan�m bağ�nt�s�na denktir.

SR belek eleman�n�n çal�şmas�, girişler birbirinin z�tt� iken S nin dediğini yap�yor
biçiminde de yorumlanabilir.

TÜVEYA kaplar�yla gerçekleştirilen devreye benzer TÜVE kap�lar�yla gerçekleştirilen bir
devre Şekil.6.7 de verilmiştir. TÜVEYA' l� devredekine benzer bir analizle, şekilde görülen
doğruluk tablosuna var�l�r. Yaln�zca TÜVEYA'l� devredeki 11  girişinin özelliği TÜVE li
devrede  00 girişi alt�nda oluşur ve S ile R yer değiştirmiş gibi görülür. Bu eleman� S*R*
ile gösterelim. S*R* bellek eleman�n�n çal�şmas�, girişler birbirinin z�tt� iken 'R nin dediğini
yap�yor' biçiminde de yorumlanabilir.

TÜVE' li devre ilerde tan�mlayacağ�m�z gecikme (Delay) bellek eleman�n
gerçekleştirilmesinde kullan�lacakt�r. Şekil 6.5 ve 6.7 de verilen devrelere temel bellek
elemanlar� denir.

R*(reset)

S*(set)
y (Y)

y ' (Y ' )

S*R*

y 00 01 11 10

0

1

K 1 0 0

K 1 1 0

Y

Şekil 6.7 TÜVE kap�lar�yla gerçekleştirilen bir temel bellek eleman�
Saatli SR bellek eleman�: Yukar�da tan�tt�ğ�m�z SR  bellek eleman� asenkron

makinelerde kullan�l�r. Saatli (Senkron) makinelerde ise saatli bellek elemanlar� kullan�l�r.
Şimdi saatli SR bellek eleman�n� inceleyelim. SR girişlerini birer uçlar� saat darbesine
bağl� VE kap�lar�ndan geçirdiğimizde, Şekil 6.8 görülen ve tan�m tablosu verilen, saatli SR
bellek eleman�n� elde ederiz. Saat girişi 0 olduğunda VE kap�lar�n�n ç�k�şlar� 0 olacak ve
bellek eleman� bulunduğu durumunu koruyacakt�r. Saat girişi 1 olduğunda ise SR girişleri
VE kap�lar�n�n ç�k�şlar�na aktar�l�r. Bellek eleman� girişlerin ve durumun ald�ğ� değerlere
bağl� olarak çal�ş�r.

R

S(set)

y (Y)

y ' (Y ' )

Saat(CLK)

S

S

y

y

R

SR
y 00 01 11 10

0

1

0 0 K 1

1 0 K 1

Y = S + R ' y

S R= 0

R(reset)

Grafik gösterim Bir sonraki durum fonksiyonu

Saat
y (Y)

y (Y')

Şekil 6.8 Saatli SR bellek eleman� devresi, grafik gösterimi ve tan�m tablosu
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Tan�m fonksiyonundaki y, saatten önceki şimdiki durumu; Y ise saatten sonraki bir
sonraki durumu göstermektedir. O nedenle tan�m fonksiyonunda t değişken olarak
görülmemektedir. Tan�m fonksiyonun ifadesi SR=11 girişlerinin hiçbir zaman
uygulanmayacağ� varsay�m�yla bulunmuştur.  SR=0 bağ�nt�s� bu koşulu ifade etmektedir.
Pratikte saatli SR bellek eleman� nadiren üretilir, ilerde göreceğimiz saatli D ve JK bellek
elemanlar� daha yayg�n bir biçimde üretilmektedir.

Saatli Gecikme D ( delay) bellek eleman�: TÜVE kap�lar�yla daha önce
oluşturduğumuz devreyi temel alarak Şekil 6.9 da oluşturulan devre, D bellek eleman�d�r.
Girişine gelen işareti, iki saat darbesi aral�ğ�nda ç�k�ş�nda tutar. Bir başka deyişle giriş
geciktirilerek, ç�k�şta  tutulur. Birinci saat darbesinden sonra gelen girişler ç�k�şa etkili
olmaz. Saat darbesi yokken (0) geri beslemeli TÜVE kap�lar�n�n girişleri 11 olup durum
değişmez, yani bellek eleman� çal�şmaz. Saat darbesi varken (1) D = 1 ise ç�k�ş  da 1, D
= 0 ise ç�k�ş 0 olur. Şekil 6.9 de Gecikme bellek eleman�n devresi tan�m tablosu (bir
sonraki durum fonksiyonu) ve durum diyagram� verilmiştir.

R*

y (Y)

y ' (Y ' )

Saat(CLK)

S*D

D
y 0 1

0

1

0 1

0 1

Y = D

Grafik gösterim Bir sonraki durum fonksiyonu

Saat
y (Y)

y' (Y')y

yD

0 1

1

0

0 1

Durum diyagram�

Şekil.6.9. Gecikme bellek eleman� devresi, grafik gösterilimi, tan�m tablosu ve durum
diyagram�

Saatli JK bellek eleman�: SR bellek eleman� gibidir; yaln�zca JK=11girişi alt�nda
belirsizlik olmay�p, şimdiki durum z�dd�na dönüşür. Şekil 6.10 da devresi tan�m tablosu,
grafik gösterimi, ve durum diyagram� verilmiştir. Görüldüğü gibi TÜVEYA kap�lar�n�n
ç�k�şlar� 11, biri diğerinin tümleyeni, olamayacağ� için TÜVEYA kap�lar�n�n girişleri de
hiçbir zaman 11 olmayacakt�r, yani SR de görülen belirsizlik burada görülmeyecektir.
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R
y (Y)

y ' (Y ' )

Saat(CLK)

S

K

J

J

y

y

K

JK
y 00 01 11 10

0

1

0 0 1 1

1 0 0 1
Y = J y'  + K' y

Grafik gösterim Bir sonraki durum fonksiyonu

Saat
y (Y)

y (Y')

0 1

01

01

10

00 10

00

11

11

Durum diyagram�

Şekil 6.10 JK bellek eleman� devresi, tan�m tablosu, grafik gösterilimi, durum diyagram�
Saatli T tetikleme bellek eleman�
Tek girişli bir bellek elaman�d�r. Girişine 0 geldiğinde durumunu korur, 1 geldiğinde ise

durumunu z�dd�na dönüştürür (togling). Bu elemana ilişkin bilgiler Şekil 6.11 da verilmiştir.

R
y (Y)

y ' (Y ' )

Saat(CLK)

S

T

y

y

T
y 0 1

0

1

0 1

0

Y = T y'  + T ' y

T

Grafik gösterim Bir sonraki durum fonksiyonu

Saat
y (Y)

y (Y')

0 1

0

1

1

00

Durum diyagram�

1

Şekil 6.11. T tekikleme bellek eleman� devresi ,tan�m tablosu, grafik gösterimi ve durum
diyagram�
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6.5 Bellek elemanlar�n�n tetiklenmesi

Bellek elemanlar�n�n durumunun değişmesi, girişlerindeki anl�k değişimlerle olmaktad�r.
Bu durum değişmelerine belek eleman�n tetiklenmesi (trigering) denir. Asenkron
belleklede bu değişimler seviye biçimindedir, giriş seviyesindeki değişimler durum
değişimlerine neden olurlar. Saatli bellek elemanlar�nda ise tetikleme saat darbeleriyle
sağlan�r. Yani giriş işaretlerine bağl� olarak, ancak saat darbesi varken durum değişimi
olabilir.

Saatli bellek elemanlar�nda (makinelerde) tetikleme iki türlüdür. Saat işareti 1 değerini
ald�ğ�nda tetikleme (durum değişimi) olur, 0 değerini ald�ğ�nda ise girişler değişse bile
tetikleme olmaz. Böyle çal�şan saatli bellek elemanlar�na latch denir.

ikinci tür tetikleme, kenar tetiklemesidir. Saatli bellek elemanlar�nda (makinelerde) saat
darbesinin yükselen veya alçalan kenar�nda tetikleme (durum değişimi) olur, bunun
d�ş�ndaki bütün aral�klarda ( 0 veya 1) ise girişler değişse bile tetikleme olmaz.

Saat darbesi Şekil 6.12 de görüldüğü gibi pozitif veya negatif olabilir. Pozitif darbenin
0 dan 1 e geçiş kenar�na yükselen veya pozitif kenar (leading , positive edge), 1 den 0
a geçiş kenar�na da düşen veya negatif kenar (trailing, negative edge) denir. Benzer
biçimde  negatif darbenin 0 dan 1 e geçiş kenar�na yükselen veya pozitif kenar
(leading , positive edge), 1 den 0 a geçiş kenar�na da düşen veya negatif kenar
(trailing, negative edge) denir.

Bir saatli kenar tetiklemeli bellek eleman�, ya yükselen kenarda yada düşen kenarda
tetiklenebilir. Şekil 6 12 de pozitif ve negatif saat darbeleri için tetikleme kenarlar�
gösterilmiştir.

Pozitif darbe

Düşen
(negatif)

kenar
Yükselen
(pozitif)

kenar

1

0

Pozitif darbe
yükselen kenar

Değişim
 yok

Değişim yok

Değişim olabilir

0

1

Pozitif darbe
düşen kenar

Değişim
 yok

Değişim yok

Değişim olabilir

0

1

Negatif darbe

Düşen
(negatif)

kenar

Yükselen
(pozitif)

kenar

Negatif darbe
düşen kenar

Değişim
 yok

Değişim yok

Değişim olabilir

0

1

Negatif darbe
yükselen kenar

Değişim
 yok

Değişim yok

Değişim olabilir

0

11

0

Şekil 6.12 Saat darbeleri ve tetikleme kenarlar�

Şimdi  saatsiz, saatli bellek elemanlar� ve saatli ard�ş�l devrelerde karş�laş�lan tetikleme
sorunlar�n� inceleyelim.
İki girişli bellek elemanlar�nda,  ard arda iki giriş uyguland�ğ�n� düşünelim. Öyleki iki giriş

değişkenin de değişmesini gereksin.  Örneğin 01-10 girişleri gibi. Pratikte bu girişlerin ard
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arda uygulanmas� mümkün olmaz, çünkü herhangi bir giriş değişkenindeki gecikme 10-
00-10 veya 01-11-10 dizisinin uygulanmas� sonucunu doğurur. Yani istemediğimiz halde
arada 00 veya 11 girişi uygulanm�ş olur.
Şekil 6.6 ve 6.7 asenkron temel bellek elemanlar� için s�ras�yla 11 ve 00 girişlerinin

uygulanmamas� gereken girişler olduğu belirtilmişti. Ortaya bir sorun ç�kmaktad�r. Çözüm
Şekil 6.6 daki asenkron bellek eleman� için her bir girişten sonra 00 girişinin
uygulanmas�d�r. 01-10 giriş dizisi yerine 01-00-10 giriş dizisini uygularsak giriş
değişkenlerinin ikisi birden ayn� anda değişmek zorunda kalmaz  ve istenmeyen 11 girişi
arada gelemez. Diğer taraftan bu bellek eleman� için 00 girişi alt�nda durum
değişmemektedir, sanki 01 den sonra 10 uygulanm�ş gibi olmaktad�r. Şekil 6.7 deki
asenkron temel bellek eleman� için  benzer çözüm her bir girişten sonra 11 girişinin
uygulanmas�d�r.

Asenkron bellek elemanlar�nda tetikleme süresince durumun devaml� değişmesi de bir
tetikleme sorunu yarat�r. Örneğin asenkron JK bellek eleman�  11 girişi alt�nda 0 ve 1
durumlar� aras�nda devaml� durum değiştirir. Bu olaya çevrim ( cycling) denir. O nedenle
uygulamada iki girişli asenkron bellek eleman� olarak JK değil SR bellek eleman�
kullan�l�r.

Yukar�da asenkron bellek elemanlar�nda istenmeyen girişler ve çevrim için tetikleme
sorunlar�n� inceledik, şimdi de senkron bellek elemanlar� için inceleyelim. istenmeyen
girişler saat darbelerinin olmad�ğ� aral�ğa düşürülürse , saat darbeleri olmad�ğ�nda bellek
eleman� çal�şmayacağ�ndan çözüme ulaş�l�r. Şekil 6.13 te bu çözüm canland�r�lm�şt�r.

S

R

1 1

1 10

0

1 10saat

Şekil 6.13 Senkron SR bellek eleman� için istenmeyen girişlere ilişkin tetikleme
sorununu çözümü

Senkron JK bellek eleman�nda 11 girişi alt�nda görülen çevrimin oluşmas�n� önlemek
için saat darbesinin yükselen veya düşen kenar�nda tetikleme yap�l�r. Tetikleme anl�k
olacağ�ndan, durum ancak bir defa değişebilecektir. Kenar tetiklemeli bellek
elemanlar�n�n yap�s�n� ilerde ayr�ca göreceğiz.

Bellek elemanlar�nda karş�laş�lan tetikleme sorunlar�n�n benzerleri en genel hali Şekil
6.2 de verilen ard�ş�l devreler içinde söz konusudur. Asenkron ard�ş�l devreler (makineler)
bu dersin kapsam� d�ş�nda tutulduğundan incelenmeyecek yaln�zca senkron makineler
incelenecektir.
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∆ tc

∆ tb

∆ tc

∆ ts

∆  ts > ∆  tb +∆  tc

bir saat darbesi süresinde 1
durum değişmesi

∆ ts

∆  ts <  ∆  tb +∆  tc

bir saat darbesi süresinde 2
durum değişmesi

Şekil 6.14  Senkron ard�ş�l devrede saat darbe uzunluğu

Senkron ard�ş�l devrelerde  saat darbe uzunluğu ( ∆  ts ), bellek elemanlar�
gecikmesinden ( ∆  tb ) daha fazla, bellek ( ∆  tb )  ve kombinezonsal devredeki gecikmesi
( ∆  tc ) toplam�ndan ( ∆  tb +∆  tc )  daha küçük olmal�d�r. Yani   ∆  tb < ∆  ts <  ∆  tb +∆  tc
olmal�d�r. Bellek elemanlar�n�n ç�k�ş�nda yeni bir durumu gözleyebilmek için ∆  tb < ∆  ts
olmal�d�r. ∆  ts > ∆  tb +∆  tc olursa ise bellek elemanlar� 1 saat darbesi zaman aral�ğ�nda iki
veya daha fazla çal�şm�ş olur (Şekil 6.14). Oysa istenen her bir saat darbesi için, belli bir
giriş alt�nda, yaln�zca bir durum değişikliğinin olas�d�r. Bu bağ�nt�n�n sağlanmas� için
senkron bellek elemanlar�n�, kenar tetiklemeli yapmak uygun olur. Tetikleme darbenin bir
kenar�nda olacağ�ndan, ∆  ts  süresi minimuma inecek ve ∆  ts <  ∆  tb +∆  tc  eşitsizliği her
zaman sağlanacakt�r. Kenar tetiklemeli D belek  eleman� için ∆  tb < ∆  ts  ilişkisi, bir örnek
olarak, bu bölümde ayr�ca incelenecektir.

Senkron ard�ş�l devrelerde karş�laş�lan bir başka tetikleme sorunu da, birden fazla
durum değişkeninin  ayn� anda değer değiştirmesidir. Bellek eleman�n ç�k�ş�n�n
gecikmelerindeki farkl�l�klar  dolay�s�yla devre istenmeyen durumlardan geçebilir. Örneğin
iki durum değişkenli bir makinede  01 durumundan 10 durumuna geçerken arada 00
(veya 11)  istenmeyen durumundan geçilebilir. Kenar tetiklemeli bellek elemanlar�
kullan�ld�ğ�nda bu sorunla karş�laş�lmaz. Nedeni istenmeyen durum oluştuğunda
tetikleme işleminin tamamlanm�ş olmas�d�r. Bellek elemanlar�, yeni bir tetikleme oluncaya
kadar (yeni bir darbe kenar�na kadar) çal�şmazlar.

Bellek elemanlar�n�n saat darbelerinin kenarlar�nda tetiklenmesi, üç farkl� biçimde
yap�labilir. Birincisi bir RC devresiyle keskin darbeler (spike) elde etmektir. ikincisi ana ve
bağ�ml� (master slave) , üçüncüsü ise kenar tetiklemeli bellek elemanlar�d�r. Son ikisini
ayr� ayr� inceleyeceğiz.

Saat darbelerinin kenar�nda tetiklenen bellek elemanlar�n bulunduğu ard�ş�l devrelerin
daha h�zl� çal�şt�ğ� söylenemez. Devrenin çal�şma h�z�na tesir eden saat darbesinin 1
olma süresi değil, saat darbelerinin frekans�d�r.
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Ana-bağ�ml� (Master slave) bellek eleman�:
Ana-bağ�ml� bellek elemanlar�, ardarda bağl� iki bellek eleman� ve bir tümleyen

kap�s�ndan oluşur. Birinci bellek eleman�na aa, ikincisine ise bağ�ml� bellek elemanlar�
denir. SR nin ana-bağ�ml� yap�s� Şekil 6.15 de verilmiştir.

S

y

y

R

S

R

CLK

Y

Y'

Ana bellek Bağ�ml�  bellek

0

1 1

0

Eşik gerilimi:: eşik alt� saat geriliminin 0, eşik üstü saat geriliminin 1 alg�land�ğ� deger

Anabelleğin çal�şmad�ğ�, bağ�ml� belleğin çal�şt�ğ� zaman� gösterir

Anabelleğin çal�şt�ğ�, bağ�ml� belleğin çal�şmad�ğ� zaman� gösterir

S

Q

Q

R

Şekil 6.15 Ana-bağ�ml� (master-slave) SR bellek eleman�

Bellek elemanlar�, saat girişlerini, saat darbesinin yükselen ve düşen kenarlar�nda, belli
bir eşik geriliminin alt�nda 0, üstünde ise 1 olarak alg�lan�rlar (Şekil 6.15). Ana- bağ�ml�
bellek eleman�n�n saat girişindeki pozitif saat darbesi, tümleyen kap�s� nedeniyle bağ�ml�
bellek eleman�n�n saat girişinde negatif darbe oluşturur.

Buna göre girişteki saat darbesi 0 dan 1 e geçtiğinde ve 1 olduğunda (şekilde ince
çizgi) bağ�ml� bellek eleman� çal�şmaz, çünkü bağ�ml� bellekteki saat girişi (şekilde ince
çizgi) 0 olmuştur. Ana bellek eleman� ise çal�ş�r, girişlerine bağl� olarak, SR tan�m�na
uygun ç�k�şlar� verir. Girişteki saat darbesi 1 den 0 a düşerken ve 0 olduğunda (şekildeki
kal�n çizgi) ana bellek çal�şmaz. Bağ�ml� bellek çal�ş�r çünkü bağ�ml� bellek girişindeki
darbe 0 dan 1 e yükselir ve 1 değerini al�r (şekildeki kal�n çizgi). Bağ�ml� bellek girişi Q, Q'
olduğundan tan�m gereğince Y = Q ve Y' = Q' olur.
Şimdi ana-bağ�ml� bellek devresinin çal�şmas�n� düşündüğümüzde; girişteki saat

darbesinin yükselen kenar�nda, tan�m uyar�nca SR girişlerine göre ana bellek eleman�n
ç�k�şlar� oluşur . Bu ç�k�ş bağ�ml� bellek eleman�n girişinde kal�r çünkü ikinci bellek
eleman� çal�şmamaktad�r. Saat darbesinin düşen kenar�nda ise ikinci bellek eleman�n
girişleri aynen Y, Y' ç�k�şlar�nda birlikte görülecektir, çünkü SR için girişler birbirinden
farkl� ise tan�m gereğince Y=S dir. Yani ana-bağ�ml� bellek eleman� saat darbesinin
düşen kenar�nda, girişler için SR bellek eleman� tan�m�na uygun ç�k�şlar� vermektedir.

Ana-bağ�ml� bellek eleman�n�n saat darbesinin yükselen kenar�nda çal�şmas�n� saat
girişine ilave bir tümleyen kap�s� bağlayarak sağlamak mümkündür. Bu durumda saat
darbeleri negatif darbeler olarak düşünülmelidir (Şekil 6.12); düşen kenarda ana bellek
eleman� yükselen kenarda ise bağ�ml� bellek eleman� ve dolay�s�yla SR ana-bağ�ml�
bellek eleman� çal�şacakt�r.

Yukar�da SR bellek eleman� için incelediğimiz ana-bağ�ml� yap�, diğer tip bellek
elemanlar� için de benzer biçimde gerçekleştirilir. Örneğin D bellek eleman�n�n ç�k�şlar�n�
bir SR bellek eleman� girişlerine  bağlayarak ana-bağ�ml� bir D bellek eleman� elde
edilebilir. Ancak JK için benzer işlem yap�lamaz çünkü  J = K = 1 girişi için saatin 1
olduğu sürece ana bellek eleman� çevirime girer. O nedenle ana-bağ�ml�  JK bellek
eleman� için çözüm olacak bir devre Şekil 6.16 te verilmiştir. Bu devrenin saat darbesinin
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düşen kenar�nda tetiklenen bir JK bellek eleman� olarak çal�şt�ğ�n� S*R* tan�m�ndan
yararlanarak gösteriniz.

Şekil 6.16 Saat darbesinin düşen  kenar�nda tetiklenen JK bellek eleman�

Kenar tetiklemeli bellek elemanlar�:
Belek elemanlar�n�n saat darbelerinin geçişlerinde çal�şmas�n� sağlayan üçüncü

alternatif, kenar tetiklemeli bellek elemanlar�d�r. Saat darbesinin seviyesi belli bir eşik
değerini aşarken bellek eleman� çal�ş�r ; ondan sonra ayn� eşik değere ayn� yönden
(yükselen veya düşen) ikinci defa  gelene kadar bellek elemanlar�, girişlere karş�l�k
vermezler, çal�şmazlar.

Darbe kenar� ile tetiklenen gecikme bellek eleman�na ilişkin  lojik devre Şekil 6.17 te
verilmiştir. Bu devrede temel bellek eleman� (ikinci seviye) girişlerine birer temel bellek
eleman� (birinci seviye) bağlanm�şt�r. Birinci seviyedeki  temel bellek elemanlar�, darbenin
düşen kenar�nda, ikinci seviyedeki temel belleğin durumunu koruyucu girişleri (11) sağlar.
Ayn� bellek elemanlar� darbenin yükselen kenar�nda ise; ikinci seviyedeki temel belleğin
girişinin, ç�k�ş�na aktar�lmas�n� sağlar.

1

R*

2

3

4

6

5
s*

CLK

D

y(Y)

y ' (Y')

Birinci seviye
temel bellek elemanlar�

İkinci seviye
temel bellek eleman�

Şekil 6.17 Kenar tetiklemeli gecikme bellek eleman�n lojik devresi

Şimdi devrenin analizini yapal�m. Saat darbesi 0 iken D = 0 ve D = 1 girişleri için birinci
seviyedeki temel bellek elemanlar�n�n ç�k�şlar� şekil 6.18 a ve b de verilmiştir. ikinci
seviyedeki (ç�k�ştaki) temel bellek eleman� gösterilmemiştir.
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c. CLK=1, D=0 analizi d. CLK=1, D=1 analizi

Şekil 6.18 Darbe kenar� tetiklemeli gecikme bellek eleman� lojik devresinin analizi

Saat = 0 iken D girişi ne olursa olsun S* = R* = 1 dir. Buda ç�k�ştaki ikinci seviye temel
bellek eleman�n durumunu değiştirmemesi yani çal�şmamas� demektir . 4 kap�s� D ' yi
gösterirken, 1 kap�s�  D yi gösterir (Şekil 6.18 a ve b).
Şekil 6.18 a da saat darbesi 0 dan 1 e ç�kar�ld�ğ�nda, Şekil 6.18 c görülen değerler

gözlenir. Üç kap�s�n�n ç�k�ş� 0 olacak, diğer kap� ç�k�şlar� ise eski değerlerini koruyacakt�r.
S*R* = 10 girişi için ç�k�ştaki temel belek eleman� ç�k�ş�, R* = 0 olduğundan,  D = 0 olan
girişe eşit olacakt�r. Benzer biçimde Şekil 6.18 b deki devrenin 0 olan saat girişi, 1
k�l�nd�ğ�nda; Şekil 6.18 d deki değerler gözlenir. Bu sefer 2 kap�s�n�n ç�k�ş� 0 olacak, ama
diğer kap�lar�n ç�k�şlar� değişmeyecektir. S*R* = 01 girişi için ç�k�ştaki temel belek
eleman� ç�k�ş�, R* = 1 olduğundan, D=1 olan girişe eşit olacakt�r. Sonuç olarak, Şekil 6.17
te verilen kenar tetiklemeli bellek eleman�, saat darbesinin yükselen kenar�nda,  D bellek
eleman�n tan�m�na uygun ç�k�şlar verir. Yani saat darbesinin yükselen kenar�nda giriş
ç�k�şa aktar�lmaktad�r.
Şekil 6.18 c de saat  darbesi 1 den 0 a düştüğünde; Şekil 6.18 a daki değerler gözlenir.

3 kap�s�n�n ç�k�ş� 1 olacak, diğer kap� ç�k�şlar� ise eski değerlerini koruyacakt�r. S*R* = 11
olduğundan, ç�k�ştaki temel bellek eleman�  . Benzer biçimde Şekil 6.18 d de saat
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darbesi 1 den 0 a düştüğünde; Şekil 6.18 b daki değerler gözlenir. 2 kap�s�n�n ç�k�ş� 1
olacak, diğer kap� ç�k�şlar� ise eski değerlerini koruyacakt�r. S*R* = 11 olduğundan,
ç�k�ştaki temel bellek eleman� çal�şmayacak yani durumu değişmeyecektir. Sonuç olarak,
Şekil 6.17 te verilen kenar tetiklemeli bellek eleman�, saat darbesinin düşen kenar�nda
çal�şmayacakt�r. Yani şekil 6.17 de verilen devre, saat darbesinin yükselen kenarda
tetiklenen bir  D bellek eleman�n�d�r.
Şimdi de saat darbesinin yükselme süresinde, çal�şma koşullar�n� daha detayl� olarak

analiz edelim. Şekil 6.18 a daki devrede D = 0 iken saat darbesini 1�e ç�kar�rsak; 4 ve 1
kap�lar�n�n ç�k�şlar� değişmezken, S* = 1 ve R* = 0 olur (Şekil 6.17 c). Buda Şekil 6.17
teki devrede Y=0 olmas�, yani ç�k�ş�n D girişine eşit olmas� ve saat darbesinin yükselen
kenar�nda tetiklenmesi demektir. Saat darbesi 0 dan 1 e yükselirken belli bir süre önce, ki
ona oturma zaman� (set up time) denir, D girişinin değişmemesi gerekir. Oturma zaman�
4 ve 1 kap�lar�ndaki toplam gecikme kadard�r. Bu süre  D = 0 girişi için 1 kap� ç�k�ş�n�n 0
da kalma süresidir ve ancak o zaman saat 0 dan 1 e geçerken D = 0 girişi alg�lanabilir.
Bir başka deyişle D bellek eleman� taraf�ndan D = 0 girişinin alg�lanmas� isteniyorsa;
tetikleme eşiğinden önce, en az oturma süresi kadar bir zaman için, D = 0 girişinin girişte
tutulmas� gerekir. Oturma süresi içinde D = 1 yap�l�rsa, bu alg�lama gerçekleşmez(
Bak�n�z Şekil 6.19).

Oturma
 zaman�

Tutma
 zaman�

Girişin değişmemesi gereken zaman aral�ğ�

Tetikleme
eşiği

 zaman

saat gerilimi

Şekil 6.19 Yükselen kenarda tetikleyen darbenin değişimi ve giriş s�n�rlamas�

D girişi,  saat darbesi tetikleme eşiğini aşt�ktan sonra  da, tutma süresi (holding time)
denen zaman aral�ğ�nda , değişmemelidir. Bu tutma süresi, 3 kap� ç�k�ş�  (R*) nin 1 den 0
a geçme süresidir ve ancak o zaman saat 0 dan 1 e geçerken D = 0 girişi alg�lanabilir. Bir
başka deyişle D = 0 girişinin D bellek eleman� taraf�ndan alg�lanmas� isteniyorsa ; D = 0
girişinin, tetikleme eşiğinden sonra en az tutma süresi kadar, girişte tutulmas� gerekir.
Tutma süresi içinde D =1 yap�l�rsa, bu alg�lama gerçekleşmez  (Bak�n�z Şekil 6.19).

Sonuç olarak  D=0 girişinin, D bellek eleman� taraf�ndan alg�lanabilmesi için en az
oturma +tutma zaman� kadar bir zaman aral�ğ�nda, girişte tutulmas� zorunludur. (Bak�n�z
Şekil 6.19)

Yukar�da D=0 girişi için saat darbesinin yükselen kenar�ndaki  durumu inceledik, benzer
biçimde, D=1 girişinde de zamanlama  koşullar� ayn�d�r. Yani oturma ve tutma süreleri
toplam süresince  D=1 değeri değişmemelidir.
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Burada yaln�zca D belek eleman�n kenar tetiklemeli lojik devresi verilmiş ve analiz
edilmiştir. Diğer bellek elemanlar� için de benzer biçimde çal�şan devreleri vard�r ve
genellikle kataloglarda verilir.

6.6 Tüm devre olarak bellek elemanlar� yard�mc� girişleri

Bir ard�ş�l devrenin başlang�ç durumunun (D
0
) istenildiği gibi seçilebilmesi gerekir. Buda

her bir bellek eleman�na karş� düşen, bağ�ms�z durum değişkeni (y) nin, başlang�çta
istenildiği gibi seçilebilmesi demektir. Bir başka değişle bellek elemanlar�n�n başlang�ç
durumunu, 0 veya 1 den herhangi birine getirebilmemiz gerekir. O nedenle başlang�ç
durumunu 0 a getiren bir Clear ile, başlang�ç durumunu 1 e getiren bir preset yard�mc�
girişlerine gereksinim vard�r. Bu girişler asenkron olarak çal�ş�rlar, yani saat ve giriş
değişkenlerinden bağ�ms�z olarak başlang�ç durumunu 0 veya 1 e getirirler.

Bellek elemanlar�,  iki tanesini bir arada bulunduran, küçük ölçekli (SSI)  tümleşik
devreler olarak sat�l�rlar. Yard�mc� girişleri de içeren bir JK bellek eleman� tümleşik
devresinin  şematik gösterilimi ve tan�m tablosu Şekil 6.20 da verilmiştir. Clear ve Preset
girişlerinde bir   yuvarlak varsa; bu girişlerin 0 olmas� halinde, clear ve preset işlevleri
yerine getirilir. Clear ve Preset girişlerinde bir   yuvarlak yoksa; bu girişlerin 1 olmas�
halinde, clear ve preset işlevinin yerine getirilir. Saat darbesinde aşağ�ya doğru bir ok
düşen kenarda tetiklenen bir bellek eleman�n�, yukar�ya doğru bir ok ise yükselen
kenarda tetiklenen bir bellek eleman�n� gösterir.

Bir 7476 JK tümleştirilmiş devresindeki bağlant�lar ve uçlar�n ne olduklar� Şekil 6.20 da
verilmiştir. Normal olarak bu tüm devreler 5 veya 10 voltluk (VCC) doğru gerilimle
beslenirler. Clear ve preset girişli olan bellek elemanlar� olduğu gibi yaln�zca clear veya
yaln�zca preset girişleri olan bellek elemanlar� da piyasada bulunabilir.

yy y '

J CLK K

preset

clear

Girişler Ç�k�şlar
clear preset CLK J K y y�

0 0 x x x karars�z
0 1 x x x 0 1
1 0 x x x 1 0
1 1 ↑ 0 0 y y�
1 1 ↑ 0 1 0 1
1 1 ↑ 1 0 1 0
1 1 ↑ 1 1 y� y

J

Q

Q

K

J

Q

Q

K

CLK   1

CLK  6

Preset 2

Preset 7

Clear 3

Clear 8

Ja   4

12 Jb

16 Ka

15 Ya

11 Y 

13 to

10 Y 

14 Y 

16 Kb

Besleme5

Şekil 6.20 Belek elemanlar�n�n çeşitli girişleri ve bir JK tümleştirilmiş devresi
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BBÖÖLLÜÜMM  77  AARRDDIIŞŞIILL  DDEEVVRREELLEERRİİNN  AANNAALLİİZZİİ

Bundan önceki bölümde ard�ş�l devrelerin senkron(saatli) ve asenkron olarak
s�n�fland�r�ld�ğ�n� gördük, bu ve bundan sonraki bölümlerde yaln�zca saatli (senkron)
ard�ş�l devreler üzerinde duracağ�z.

7.1 Saatli ard�ş�l devrelerin analizi

Bilindiği gibi analiz, elemanlar ve bağlant�lar belli iken, girişlere karş� düşen ç�k�şlar�n ne
olduğunu bulmakt�r. Bir başka deyişle devrenin girişlere cevab�n� belirlemektir. Üç analiz
yöntemini inceleyeceğiz, öyle ki her biri daha önce verdiğimiz bir modele ilişkin olacak.
Birinci yöntem, matematiksel model olarak  tan�t�lan, bir sonraki durum ve ç�k�ş
fonksiyonlar�n�n bağ�ms�z değişkenler (giriş ve şimdiki durum değişkenleri) cinsinden
bulunmas�d�r. iki ve üçüncü yöntemler,  daha önce tan�t�lan durum tablosu ve durum
diyagram�na dayand�r�lan yöntemlerdir. Bu üç yöntemden birinden diğerine kolayca
geçilebilir. Üç farkl� yöntemin kullan�lmas�, analizin amac�na bağl� olarak birinin
diğerinden daha çabuk sonuç verebilmesidir. Örneğin bir sonraki durum ve ç�k�ş
fonksiyonlar� ile analiz yöntemi, bir lojik devrenin bilgisayar simulasyonu aç�s�ndan,
diğerlerine göre daha uygundur. Diğer taraftan belli bir giriş dizisi için ç�k�ş dizisinin ne
olduğu isteniyorsa, durum diyagram� veya durum tablosu yöntemleri daha kolay sonuca
götüreceğinden tercih edilir. Bu yöntemleri Moore ve Mealy makineleri üzerinde birer
örnekle inceleyelim.

7.2 Örnek bir Moore makinesi analizi

Daha önce tan�mlad�ğ� gibi Moore makinesinde  ç�k�şlar yaln�zca durum değişkenlerinin
fonksiyonudur. Tek giriş ve tek ç�k�şl� bir Moore makinesi örneği Şekil 7.1 de verilmiştir.
Görüldüğü gibi ç�k�ş yaln�zca bir durum değişkenin fonksiyonudur, giriş değişkenine
doğrudan bağl� değildir, yani Moore makinesidir.
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Şekil 7.1 Analizi için örnek olarak seçilmiş  bir Moore makinesi
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1.1.1 Matematiksel model ve analiz
Şekilden görüldüğü gibi Z= y2 dir. Birinci JK bellek eleman�na ilişkin bir sonraki durum

fonksiyonunu, JK n�n tan�m bağ�nt�s�ndan yararlanarak bulabiliriz. Birinci bellek eleman�n
tan�m bağ�nt�s�

Y1 = y1K'1 + y'1J1  d�r.
Diğer taraftan birinci bellek eleman�na ilişkin girişler

J1  = x
K1 = x  y'2 dir.

Bunlar� birinci bellek eleman�n�n yukar�daki tan�m bağ�nt�s�nda yerine korsak; birinci
bellek eleman�na ilişkin bir sonraki durum fonksiyonunu, bağ�ms�z giriş ve durum
değişkenleri cinsinden ifade etmiş oluruz.

Y1 = y1 (x y'2 )' + y'1 (x)

     = y1 (x'+ y2) + y'1 x
Y1(x, y1 ,y2 ) = y1 x' + y1y2 + y'1 x

Benzer biçimde ikinci bellek eleman�na ilişkin bir sonraki durum fonksiyonunu da
Y2= y2K'2 + y'2J2  d�r.
J2  = x
K2 = x⊕y'1 = x' y'1 + x y1
Y2 = y2 (x⊕y'1)' + y'2x
Y2 (x, y1, y2 )= x' y1y2 + xy'1y2 + x y'2  biçiminde buluruz.

Görüldüğü gibi iki bellek eleman� olduğu için iki bir sonraki durum fonksiyonu vard�r.
Olabilecek durumlar: 00  (Y1 = 0, Y2 = 0 ), 01 (Y1 = 0, Y2 = 1), 10 (Y1 = 1, Y2 = 0 ), 11 (Y1
= 1, Y2 = 1) olmak üzere dört tanedir.

Örneğimizdeki Moore makinesinin matematiksel modeli M = { G = {0,1}, Ç = { 0,1} ,   D
= {00,01,10,11}, Y = {Y1 = y1 x' + y1y2 + y'1 x ,  Y2 =  x' y1y2 + xy'1y2 + x y'2  }, Z = { z = y2},

D
0
 ={  bağ�ms�z seçilebilen 00,01,10,11 den biridir}} dir. Bu matematiksel modelden

yararlanarak D
0
= 00 başlang�ç durumunda x = 101 giriş dizisi için devrenin analizini

yapal�m.
1. saat darbesi düşen kenar�ndan önce: x = 1, şimdiki durum ( D0) = 00  (y1= 0, y2=0) ,

z=0 d�r.
1.saat darbesinin düşen kenar�ndan sonra: x = 1, bir sonraki durum = 11, Y1(x = 1, y1=

0, y2= 0 ) = 1, Y2(x =1, y1= 0, y2= 0 ) = 1, z =1 d�r.
2. saat darbesinin düşen kenar�ndan önce  x = 0, şimdiki durum =11 (1. saat darbesi

için bir sonraki durum), z = 1 dir.
2.saat darbesinin düşen kenar�ndan sonra: x=0, bir sonraki durum = 11,

Y1(x=0,y1=1,y2=1
) = 1, Y2(x = 0, y1= 1, y2= 1 ) =1,  z =1 d�r.
3. saat darbesinin düşen kenar�ndan önce  x = 1, şimdiki durum =11 (2. saat darbesi

için bir sonraki durum), z = 1 d�r.
3.saat darbesinin düşen kenar�ndan sonra: x = 1, bir sonraki durum =10, Y1(x = 1, y1 =

1, y2 = 1) = 1, Y2(x = 1, y1= 1, y2= 1) = 0, z = 0 d�r.
Buna göre  x =101 dizisine karş�l�k, ç�k�şta 110  dizisi gözlenecektir.
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7.2.2 Durum tablosu ve analiz

Durum tablosu sat�rlar�nda şimdiki durumlar, sütunlar�nda bütün olabilecek girişler,
elemanlar�nda da bir sonraki durum ve ç�k�şlar�n bulunduğu bir matristir. Sat�r ve
sütunlardaki durum ve girişleri, Karnaugh diyagram� s�ras�nda almak kolayl�klar sağlar.
Buna göre Moore makinesi örneğimizdeki durum tablosunu, daha önce bulduğumuz, bir
sonraki durum ve ç�k�ş fonksiyonlar�n� tabloya taş�yarak elde edebiliriz. Durum değişkeni
say�s� iki olduğundan, olabilecek bütün durumlar dört  tanedir yani dört sat�r vard�r.  Giriş
değişkeni de bir tane olduğundan, iki farkl� giriş yani iki sütun vard�r. Önce bütün
durumlar� Karnaugh diyagram�ndaki s�ralan�şa uygun olarak sat�rlara , bütün girişleri de
benzer biçimde sütunlara Şekil 7.2 deki gibi yerleştirelim. Tabloyu  Karnaugh diyagram�
biçimde oluşturduğumuzdan, taş�yacağ�m�z fonksiyonlar�n her bir çarp�mlar teriminin
kaç�nc� mertebeden bir küp oluşturduğuna bak�p, gerekli olan doğru minterimleri uygun
yerlere koyarak durum tablosunu bulabiliriz. Bu amaçla, daha kolay görülsün diye Y2Y1
fonksiyonlar�n� önce  ayr� ayr� düşünüp, sonra birleştirebiliriz (Şekil 7.2). Örnek olarak Y1
fonksiyonunu tabloya taş�yal�m. Y1 fonksiyonundaki birinci terim  y1x', y2 değişkenini
eleyen birinci mertebeden bir alt küp oluşturur ve üçüncü ile dördüncü sat�rlarla birinci
sütunun kesiştikleri yerlerde birer doğru mintermi içerir. Diğer çarp�mlar terimleri için ayn�
işlem  tekrarlanarak Y1 ve Y2 ayr� ayr� bulunabilir. Doğru olmayan minterimler 0 al�narak;
bulduğumuz Y1 ve Y2  fonksiyonlar�, yan yana durum tablosuna şekilde görüldüğü gibi
taş�n�rlar.

Ç�k�ş fonksiyonu  direkt olarak y2 ye eşit olduğundan hemen yaz�labilir. Moore
makinesinin ç�k�şlar� yaln�zca durum değişkenlerinin fonksiyonu olduğundan, durum
tablosunda belli bir sat�ra karş� gelen sat�rlar�n hepsinde ç�k�şlar ayn�d�r. Nedeni belli sat�r
için durum değişkenleri değişmez dolay�s�yla Moore makinesinin ç�k�ş� değişmez. Bu belli
sat�ra karş� gelen  farkl� sütunlar için giriş değişkenleri değişse bile Moore makinesi
ç�k�ş�na  etki etmezler. Bu  nedenle Moore makinesinin ç�k�şlar� Şekil 7.2 deki gibi ayr� bir
sütunda gösterilirler.
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Şekil 7.2 Örnek Moore makinesine ilişkin durum tablosunun ç�kar�l�ş�

Şimdi x = 101 giriş dizisine karş�l�k ç�k�ş dizisini , 00 başlang�ç durumunda, durum
diyagram�ndan bulal�m. Durum tablosunun 1. sat�r�ndan görüldüğü gibi 00 durumunda
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ç�k�ş, girişten bağ�ms�z, 0 d�r. Şimdiki 00 durumunda giriş 1 iken, 1. saat darbesinin
düşen kenar�nda bir sonraki durum, tablonun 1. sat�r ve 2. sütunundan görüldüğü gibi,  11
dir. Bu durumda, tablodaki 3. sat�r , ç�k�ş 1 dir. 11 durumunda giriş 0 iken, 2.saat
darbesinin düşen kenar�nda,  bir sonraki durum ve ç�k�ş değişmez. Bir sonraki durum 11
(Tablodaki 3. sat�r 1. sütun.), ç�k�ş ise 1 dir. (Tablodaki 3. sat�r.) Şimdiki 11 durumunda
giriş 1 iken, 3. saat darbesinin düşen kenar�nda, bir sonraki durum 10 olur. Tablodaki 3.
sat�r 2. sütun. Ç�k�ş ise 0 d�r. Tablodaki 4. sat�r . O halde ç�k�ş dizisi 110 d�r.

7.2.3 Durum diyagram� ve analiz

Durum tablosu bulunduktan sonra, durum diyagram�na geçiş kolayd�r. Önce her bir
durum için, birer çember biçiminde daire çizilir. Sonra her bir durum için; bütün girişler
alt�nda gidilen yeni durum , yönlendirilmiş topolojik elemanlarla belirtilir. Eksiklik olmamas�
için; her bir durumdan, giriş say�s� kadar okun ç�kmas� kontrol edilebilir. Birden fazla giriş
için bir sonraki durum ayn�ysa, bu girişlere ilişkin oklar bazen birleştirilerek te gösterilir.
Moore makinesinde ç�k�şlar yaln�z durum değişkenlerine bağl� olduğu için ç�k�şlar
durumlara ilişkin çember düğümün içine yaz�l�r. incelediğimiz örneğe ilişkin durum
diyagram� Şekil 7.3 de verilmiştir.
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Şekil 7.3 Örnek Moore makinesine ilişkin durum diyagram�

Şimdi 00 başlang�ç durumu ve x = 101 giriş dizisi için örnek Moore makinesinin analizini
yapal�m. Şekil 7.3 teki durum diyagram�nda gözlenecek ç�k�şlar�n üzerine kaç�nc� saat
darbesinden sonra gözleneceği yaz�lm�şt�r. Yani ç�k�ş dizisi z = 110 d�r.

7.2.4 Zaman diyagram� (Timing diagram)

Analog devrelerde girişler ve ç�k�şlar zamana bağl� birer fonksiyondur. Say�sal
sistemlerde ise giriş ve ç�k�şlar zamana bağl� olarak birer dizi oluşturmaktad�rlar. Lojik
devrelerde, giriş dizisi ve başlang�ç durumu verildiğinde, bir sonraki durum ve ç�k�ş
fonksiyonlar�n zamana göre değişimini gösteren diyagramlara zaman diyagram�  (timing
diagram) denir.  İncelemekte olduğumuz Moore makinesi içib Başlang�ç durumu 00, giriş
dizisi de 010101 olsun. Giriş dizisinin ilk eleman�n�n 0 olduğunu, yani dizinin zamana göre
soldan sağa s�raland�ğ�n� varsayal�m. Bellek elemanlar� saat darbesinin negatif kenar�nda
tetiklendiği için durum değişiklikleri yaln�zca bu düşen kenarda olabilecektir. incelediğimiz
makine Moore makinesi olduğundan, yani ç�k�şlar yaln�zca durum değişkenlerinin
fonksiyonu olduğundan, ç�k�şlar da yaln�zca saat darbelerinin düşen kenar�nda
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değişecektir. Mealy makinesinde bundan sonraki bölümde göreceğimiz gibi böyle
olmamaktad�r.

Önce şimdiki durum ve giriş alt�nda, bir sonraki durum ve ç�k�ş, durum diyagram� veya
tablosundan yararlan�larak  bulunur. Bulunan değerler, ard arda iki saat darbesinin düşen
kenarlar� aras�ndaki zaman aral�ğ�na, yerleştirilir. Bu işlem her saat darbesi için
tekrarlanarak zaman diyagram� çizilir. (i). saat darbesi için bir sonraki durum (i+1). saat
darbesi için şimdiki durumdur. Örneğimizde birinci saat darbesinin düşen kenar�ndan
hemen önceki durum (başlang�ç  durumu) y1y2= 00, giriş ise 0 d�r. Bir sonraki durumun
Y1Y2= 00 olduğu, Durum tablosundan,  görülmektedir. O nedenle. Şekil 7.4 teki zaman
diyagram�nda, birinci  ve ikinci saat darbelerinin düşen kenarlar� aras�na Y1 ve Y2

değişkenleri 0 genlikli olarak çizilmişlerdir. Yeni durum Y1Y2=00, ikinci saat darbesi için
şimdiki durum, yani y1y2=00 d�r. ikinci saat darbesi için giriş 1 dir. Birinci saat darbesi için
yap�lan işlemler ikinci ve daha sonraki saat darbeleri için tekrarlanarak zaman diyagram�
Şekil 7.4  teki gibi tamamlan�r. Görüldüğü gibi giriş değişkeninin ald�ğ� değer, iki saat
darbesinin düşen kenarlar� aras�nda değişse bile; bir sonraki durum değişkenlerine ve
ç�k�şa etkimez. Çünkü bellek elemanlar� kenar tetiklemelidir ve makine Moore
makinesidir.
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Şekil 7.4 Örnek Moore makinesine ilişkin bir zaman diyagram�

Zaman diyagram�n�n çiziminde, durum tablosu veya diyagram�ndan yararland�k.
Matematiksel modeli (Bir sonraki durum fonksiyonlar� ve ç�k�ş fonksiyonlar�n�) kullanarak
ta, ayn� sonuca varabilirdik ama daha zor olurdu.

7.3 Örnek bir Mealy makinesi analizi

Mealy makinesinin analizi de Moore Makinesi analizi gibidir. Mealy  makinesinde ç�k�ş
fonksiyonlar�, yaln�zca durum değişkenleri değil fakat giriş değişkenlerine de bağl�d�r. Bir
kombinezonsal devrenin ç�k�ş� olan bu fonksiyonlar, saat darbeleriyle değişen durum
değişkenlerinden etkilendiği gibi, saat darbelerinin d�ş�nda değişen giriş değişkenlerinden
de, etkilenirler. O nedenle ç�k�şta hatal� ç�k�ş diye adland�r�lan istenmeyen ç�k�şlar
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görülebilir. Şimdi Şekil 7.5 de verilen bir Mealy makinesi örneğinde bir sonraki durum
fonksiyonlar� ve ç�k�ş fonksiyonunun, zaman diyagramlar�n� inceleyerek hatal� ç�k�şlar�
görelim.
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Şekil 7.5 Analizi için örnek olarak seçilmiş  bir Mealy makinesi

Bir sonraki durum fonksiyonlar� ve ç�k�ş fonksiyonu
Y1 = D = (x+y1).y2

Y2 = y2K'2 + y'2J2  = y2 (x' ) '+ y'2(x⊕y1' ) = y2 x + y'2 x y1 + y'2 x' y'1
      =  x y2 + x y1 + x' y'1 y'2
Z = x' y2 + x y1 d�r.

0 1
x

y1y2

00

01

11

10

01, 0

00, 1

10, 1

00, 0

00, 0

11, 0

11, 1

01, 1

Y1Y2, z

00 01

1110

1 / 0
0 / 0

0 / 1

1 / 1

0 / 1

1 / 00 / 0

1 / 1

Şekil 7.6 Örnek  Mealy makinesinin analizi için durum tablo ve diyagram�

Şekil 7.6 da örnek Mealy makinesinin durum tablo ve diyagram�, Moore makinesinde
anlat�lan biçimiyle bulunarak, verilmiştir.
Şimdi durum tablosu ve diyagram�ndan yararlanarak zaman diyagramlar�n� ç�karal�m.

Bir sonraki durum fonksiyonlar�na ilişkin zaman diyagramlar�, saat darbesinin düşen
kenar�nda değişecektir ve Moore makinesinde olduğu gibi çizilebilir.

Ç�k�ş fonksiyonu, durum değişkeninin değiştiği saat darbelerinin düşen kenarlar�
d�ş�nda, giriş değişkeninin değişmesiyle de değişebilir. O nedenle ç�k�ş fonksiyonuna
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ilişkin zaman diyagram�n� çizerken, Şekil 7.6 da görüldüğü gibi, saat darbesinin düşen
kenar� (durumlar�n değişebileceği an) ve giriş değişkeninin değiştiği anlar� ayr� ayr�
incelemek gerekmektedir. Ç�k�ş fonksiyonlar� için saat darbesinin düşen kenar� ile girişin
değiştiği zaman aral�ğ�, kritik bir zaman aral�ğ�d�r. Çünkü bu kritik zaman aral�ğ�nda  yeni
gelinen durumda, birinci saat darbesine ilişkin giriş, etkisini sürdürerek ç�k�ş� değiştirebilir.
Bu istenmeyen bir durumdur, çünkü her bir giriş için 1 saat darbesi uygulanmal� ve yeni
gidilen durumda  ( saat darbesinin düşen kenar�ndan hemen sonra) yeni giriş ideal olarak
hemen uygulanmal�d�r.  Bu sağlanamad�ğ�ndan, sanki yeni gidilen durumda eski giriş
uygulanm�ş gibi olur.

Örnek Mealy makinesinin durum ve ç�k�ş (kritik zaman aral�ğ� da göz önüne al�narak)
değişkenlerine ilişkin zaman diyagramlar� Şekil 7.7 da verilmiştir. Önce durum
değişkenlerine ilişkin zaman diyagramlar� Moore makinesinde olduğu gibi kolayca
çizilebilir.
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Şekil 7.7 Örnek Mealy makinesine ilişkin bir zaman diyagram� ve hatal� ç�k�şlar

Şimdi ç�k�ş fonksiyonuna ilişkin zaman diyagram�n� ad�m ad�m detayl� olarak
inceleyelim. 00 başlang�ç durumu ve 0 girişi için, durum diyagram� veya tablosundan
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görüldüğü gibi, ç�k�ş 0 d�r. Kritik zaman aral�ğ�nda, yeni durum 01 ve eski giriş 0 halen
devam ettiği için ç�k�ş 1 dir. Kritik zaman aral�ğ�ndan sonra 01 durumu devam ederken
giriş değişip 1 olduğundan  ç�k�ş  0 olmuştur. 00 durumu ve 0 girişi alt�nda 0 olan ç�k�ş,
saat darbesinden sonra 01 durumu  ve 1 girişi alt�nda 0 değerindedir ama kritik zaman
aral�ğ�nda k�sa bir süre 1 değerini alm�şt�r. Bu istenmeyen hatal� bir ç�k�şt�r çünkü eski ve
yeni durumlarda 0 ç�k�ş�n� vermesi gereken makine k�sa bir süre içinde olsa 1 ç�k�ş�
vermiştir. Kritik zaman aral�ğ�nda ç�k�ş�n ald�ğ� değer, bu zaman aral�ğ�n�n d�ş�nda al�nan
değerlerden birini alsayd� fark�na var�lmayacak, yani zarars�z bir hatal� ç�k�ş olacakt�. Bu
olay�n nedeni, girişin saat darbesinin düşen kenar�ndan sonra değişmesidir. Benzer ak�l
yürütme aynen diğer saat darbeleri içinde tekrarlanarak şekil 7.6 daki zaman diyagram�
bulunur. Görüldüğü gibi 2, 5, 6. saat darbelerinden sonraki kritik zaman aral�klar�ndaki
hatal� ç�k�şlar zarars�zd�r. 1. saat darbesinden sonraki kritik zaman aral�ğ�na ilişkin hatal�
ç�k�ş 1 iken, 3. ve 4. saat darbelerinden sonraki hatal� ç�k�şlar 0 d�r.

Genel olarak doğru ç�k�şlar saat darbelerinden hemen önceki ç�k�şlard�r. Bu nedenle
0101010 giriş dizisine ilişkin ç�k�ş dizisi 0011100 d�r. Z ç�k�ş�nda yaln�zca doğru ç�k�şlar�n
gözlenmesi isteniyorsa, Z ç�k�ş�n bir D bellek eleman�n girişine bağlan�r ve D bellek
eleman�n saati de devrenin saatinden beslenir. Bu durumda D bellek eleman�n�n
ç�k�ş�nda yaln�zca doğru ç�k�şlar gözlenir,  nedenini düşününüz.

Hatal� ç�k�şlar ancak Mealy makinesinde gözlenebilir.
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BBÖÖLLÜÜMM  88  AARRDDIIŞŞIILL  DDEEVVRREELLEERRİİNN  SSEENNTTEEZZİİ

Sentez bilindiği gibi girişleri ve ç�k�şlar� sözel olarak tan�mlanan bir makinenin yapt�ğ� işi
yapan devrenin, yani elemanlar ve aralar�ndaki bağlant�lar�n, bulunmas�d�r. Şekil 6.2 de
bir ard�ş�l devrenin genel yap�s�n�n ne olduğu verilmişti. Bu genel yap�dan görüldüğü gibi,
sentezde bellek elemanlar�n�n say�s�n� saptay�p, kombinezonsal devreyi oluşturursak
ard�ş�l devreyi gerçekleyebiliriz. Bu bölümde önce ard�ş�l devrelerin sentezinde tutulacak
yola ilişkin ad�mlar� sonra bu ad�mlar�n uygulamas�n� çeşitli  örnekler üzerinde göreceğiz.

8.1 Sentez yönteminin genel ad�mlar�

Sentez yönteminin 6 genel ad�m� aşağ�da veriliştir.
1. istenen makinenin sözle tan�mlamas�ndan (word description), uygun durum

seçimleri yaparak, durum tablosu veya diyagram� ç�kar�l�r. Bu ad�m için tutulacak yolun
bir yöntemi yoktur, sezgisel olarak yap�l�r. Seçilen durumlar�n ne anlama geldikleri
saptanmal�d�r. Durumlar�n seçimi bazen kolay bazen ise zor olabilir. Genel olarak
durumlar, istenen işlevi yerine getirebilmesi için, makinenin belleğinde tutmas� gereken
bilgilerdir diye düşünülebilir. Durumlar seçildikten sonra sözle tan�mlamaya uygun olarak
durum tablosu ve diyagram� çizilir.

2. Birinci ad�mda durumlar� sezgisel olarak saptad�ğ�m�zdan, gereğinden fazla
durum seçmiş olabiliriz. Durum say�s�n�, durum değişkenlerinin say�s�n� belirler. Bu
nedenle durum tablosunda eşdeğer durumlar varsa, bunlar�n indirgenmesi (state
reduction) yap�l�r. Durum say�s�n�n azalmas�, durum değişkenlerinin ve dolay�s�yla bellek
elemanlar�n�n say�s�n�n ve kap� elemanlar�n�n giriş yelpazesinin azalmas�na yol açabilir .
Farkl� durumlar�n say�s� µ ve farkl� durum değişkenleri say�s� da r ise r,  r ≥ log

2
 µ  olan en

küçük tam say�d�r. Durum değişkeni say�s� ayn� zamanda bellek elemanlar� say�s�d�r.
Durum değişkenlerinin say�s�n�n minimumlaşt�r�lmas�, kombinezonsal devreye ilişkin
bağ�ms�z değişkenlerin say�s�n�n azalmas�d�r. Durum indirgemesi sonucu durum
değişkeni say�s� azalmasa bile kullan�lmayacak durumlar ortaya ç�kacakt�r. Kullan�lmayan
durumlarda, gerçekleştireceğimiz fonksiyonlar�n ald�ğ� değerler keyfi olacakt�r. Bu keyfi
değerler de, dolayl� olarak , kombinezonsal devrenin basitleşmesini mümkün k�lar. Durum
indirgeme kurallar� geliştirilmiştir ve  ayr� bir başl�k alt�nda incelenecektir.

3. Seçilen durumlar�n kodlanmas� (state assignment): Durumlar birinci ve ikinci
ad�mlarda sözle tan�mlanm�şlard�. "Durumlara hangi kodlar verilirse gerçekleştirilecek
kombinezonsal devre daha basit olur problemine" bu ad�mda cevap verilir. Farkl�
yöntemler geliştirilmiştir, fakat birinin diğerlerine göre üstünlükleri olabildiğinden ideal
genel bir yöntem verilememiştir. Bu notlar�n kapsam� içinde basit bir iki yöntem ayr� bir
bölümde incelenecektir. (r) durum değişkeniyle belirlenen bir durum, birbirinden farkl� 2r

say�da kodlanabilir
4. Kodlama sonucu bir sonraki durum ve ç�k�ş fonksiyonlar�, bağ�ms�z değişkenler

olan giriş ve durum değişkenlerinin fonksiyonu olarak, durum tablosunda belirlenirler. Bu
ad�ma kadar bellek elemanlar�n�n say�s� ve her bir bellek eleman�na ilişkin bir sonraki
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durum değerinin, belli girişler ve şimdiki durum değişkenleri için ne olduğu belirlenmiş
oldu. Şekil 6.2 deki genel yap�da görüldüğü gibi kombinezonsal devrenin ç�k�şlar�n�n bir
k�sm� bellek elemanlar�n�n giriş fonksiyonlar�d�r. Bu fonksiyonlar saptand�ğ�nda
kombinezonsal devrenin bir k�sm� gerçekleştirilebilecektir. Kombinezonsal devrenin diğer
k�sm�, ç�k�ş fonksiyonlar�d�r. Bellek elemanlar�n�n giriş fonksiyonlar�n� saptayabilmek için
seçilecek bellek elemanlar�n�n ters tan�m (excitation functions) bağ�nt�lar�ndan
yararlan�l�r.

Bellek elemanlar�n�n ters tan�m bağ�nt�lar�: Bellek elemanlar�n�n ters tan�m
bağ�nt�lar�; bellek girişlerinin, belleğin  şimdiki ve bir sonraki durum değerleri belli iken,
almas� gereken değerleridir. Şimdi her bir bellek eleman�na ilişkin ters tan�m bağ�nt�lar�n�,
tan�m bağ�nt�lar�ndan yararlanarak teker teker ç�karal�m.

Gecikme bellek eleman�n ters tan�m bağ�nt�s�: Tan�m bağ�nt�s�nda y = 0 iken Y = 0
olmas� için girişin zorunlu olarak 0 olmas� gerektiği hemen görülür. Benzer biçimde y = 0
iken Y = 1, y = 1 iken Y = 0 ve y = 1 iken Y=1 olmas� için girişin s�ras�yla 1,0 ve 1 olmas�
gerektiği görülür. Sonuç Şekil 8.1.a da gösterilmiştir. Ters tan�m tablosunun sütunlar�na
önce y sonra Y değerleri yaz�lm�ş, bunlara ilişkin giriş değerleri ise bir altlar�ndaki
karelerde gösterilmiştir.

Tetikleme bellek eleman�n ters tan�m bağ�nt�s�:  Gecikme bellek eleman�nda
yap�lanlar burada da tekrarlanarak Şekil 8.1 b de görülen ters tan�m bağ�nt�s� bulunur.

SR bellek eleman�n ters tan�m bağ�nt�s�: y = 0 dan Y = 0 a geçebilmek için, bu
eleman�n tan�m bağ�nt�s�ndan görüldüğü gibi iki alternatif giriş vard�r: S = 0 R = 0, S = 0 R
= 1. Bu iki girişi S = 0, R = K (keyfi, ) biçiminde ifade edebiliriz. Çünkü durumun 0 dan 0 a
geçişini sağlamak için S = 0 olmas� zorunludur, R ise 0 da 1 de olabilir yani K dir. Benzer
biçimde diğer geçişlerde saptanarak Şekil 8.1 c deki ters tan�m tablosu bulunur. Bu ters
tan�m tablosundan, girişlerin hiçbir zaman 11 olmad�ğ� görülür, hat�rlanacağ� gibi SR
bellek eleman�n�n tan�m�n� verirken 11 girişlerinin hiçbir zaman uygulan�lmayacağ�
varsay�lm�şt�. Yani tan�m ve ters tan�m bağ�nt�lar� uyumludur.

JK bellek eleman�n ters tan�m bağ�nt�s�: Şekil.8.1 d de görüldüğü gibi, SR bellek
eleman�na benzer biçimde, JK bele eleman�n�n  ters tan�m bağ�nt�s� da  bulunabilir.

D

y

y

D
y 0 1

0

1

0 1

0

Y = D

a. D gecikme eleman�n ters tan�m bağ�nt�s�

Saat
y (Y)

y (Y') 1

00 01 11 10

0 01 1

D

y Y

T

y

y

T
y 0 1

0

1

0 1

0

Y = T y'  + T ' y

b. T tetikleme eleman�n ters tan�m bağ�nt�s�

Saat
y (Y)

y (Y') 1

00 01 11 10

0 01 1

T

y Y
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S

y

y

R

Y = S  + R' y

c. SR bellek eleman�n�n ters tan�m bağ�nt�s�

Saat
y (Y)

y' (Y')

00 01 11 10

SR

0K 10 K0 01

SR
y 00 01 11 10

0

1

0 0 k 1

1 0 k 1

y Y

J

y

y

K

JK
y 00 01 11 10

0

1

0 0 1 1

1 0 0 1

Y = J y'  + K' y

d. JK bellek eleman�n�n ters tan�m bağ�nt�s�

Saat
y (Y)

y (Y')

00 01 11 10
JK

y 00 01 11 10

0

1

0 0 1 1

1 0 0 1

JK
y 00 01 11 10

0

1

0 0 1 1

1 0 0 1

JK
y 00 01 11 10

0

1

0 0 1 1

1 0 0 1

JK

0K 1K K0 K1

JK
y 00 01 11 10

0

1

0 0 1 1

1 0 0 1

y Y

Şekil 8.1 Bellek elemanlar�na ilişkin ters tan�m bağ�nt�lar�

Üçüncü ad�mda bir sonraki durum fonksiyonlar�n�n doğruluk tablosu, durum tablosunda
oluşturulmuştu. Bellek elemanlar�n�n giriş fonksiyonlar�n�n doğruluk tablosu da, durum
tablosundaki durum değişkeninin y ve Y değerleri ve bellek ters tan�m bağ�nt�s�ndan
yararlanarak,  bulunur.

5. Ç�k�ş fonksiyonlar� da, durum tablosundan, bağ�ms�z giriş ve durum
değişkenlerinin fonksiyonu olarak bulunur.

6. Bellek elemanlar�n�n giriş fonksiyonlar� ve ç�k�ş fonksiyonlar� minimalleştirilir. Bu
minimal fonksiyonlara karş� gelen devre Ard�ş�l devrenin kombinezonsal k�sm�n�
oluşturur. Seçilen bellek elemanlar�yla bellek k�sm� gerçekleştirilerek ard�ş�l devrenin
sentezi tamamlan�r.
Şimdi ad�m ad�m anlatt�ğ�m�z sentez işleminin, çeşitli örneklere uygulamas�n� görelim.
Seri toplay�c�: Şekil 6.1 de verilen seri toplay�c� için, durum tablosu ve diyagram�

s�ras�yla Şekil 6.2 b ve Şekil 6.3 b de ç�kar�lm�şt�. Durumlar iki tane olup elde 0 ve 1 i
göstermektedir, bir durum değişkeni yeterlidir (log22=1). Sentez işleminin ilk üç ad�m�
daha önce yap�ld�ğ�ndan dördüncü ad�mdan başlayacağ�z. Şekil 8.2 de, durum tablosu
veya durum diyagram�ndan yararlanarak, bir sonraki durum ve ç�k�ş fonksiyonlar�n�n
doğruluk tablosu gösterilmiştir. Bellek eleman� olarak SR eleman�n� seçelim, bir durum
değişkeni olduğuna göre bir bellek eleman� yeterlidir. Bu bellek eleman�n�n ters tan�m
bağ�nt�s�ndan SR giriş fonksiyonlar�n�n doğruluk tablosu Şekil 8.2 daki gibi bulunur. Şimdi
art�k S, R ve Z fonksiyonlar�n�, Karnaugh diyagramlar�na taş�y�p, indirgeyerek, ard�ş�l
devreyi Şekil 8.3 deki gibi gerçekleyebiliriz.
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elde
0

elde
1

00 / 0

10 / 1

01 / 1
11 / 0

00 / 1

01 / 1 01 / 0

10 / 0

11 / 1

Şekil 8.2. Seri toplay�c� için, bellek girişlerine ve ç�k�şa ilişkin fonksiyonlar�n doğruluk
tablosu.

00 01 11 10
x1x2

y

0

1

00 01 11 10
x1x2

y

0

1

00 01 11 10
x1x2

y

0

1

1

1 1

1

1

1

S = x1x2

k k

k k

k=1

k=11

R = x'1x'2 z = y    x1    x2⊕ ⊕

R

y

y

S

x1
x2

CLK

z

Şekil 8.3 Bellek eleman� giriş fonksiyonlar�, ç�k�ş fonksiyonlar�, indirgenmiş ifadeleri ve
seri toplay�c�n�n lojik devresi

Genel olarak Say�c�lar, girişine gelen darbelerle daha önce belirlenen durumlardan
geçen devrelerdir. Giriş darbeleri saat darbeleri olabileceği gibi, ayr� bir giriş te olabilir.
Say�c�n�n bir özel hali de saymay� iki taban�nda yapanlard�r.

8.2 Modulo 8 ileri say�c�

x girişine gelen darbeleri iki taban�nda sayan, sekizinci darbe ile başlang�ç durumu olan
0 a dönen bir say�c�, modulo 8 ileri say�c�, tasarlayal�m.
1.Sözle tan�m : Tek girişli ve üç ç�k�şl� bir makinedir. Girişine gelen darbeleri iki

taban�nda sayar. Her 8 darbeden sonra 0 başlang�ç durumuna geçer. Bu işi yapacak 8
durumlu bir ard�ş�l devre düşünelim öyle ki  S0, S1, S2, S3, S4, S5, S6 S7, durumlar�
s�ras�yla makinenin 8, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 darbe alm�ş olduğunu göstersinler. Buna göre
makineye ilişkin durum tablo ve diyagram� şekil 8.4 deki gibi bulunur. Bir sonraki durum
fonksiyonlar�n�n ayn� zamanda ç�k�ş fonksiyonlar� olarak al�p, bir Moore makinesi
oluşturabiliriz.

2. Durum indirgemesi  Durum indirgemesini bundan sonraki anlatacağ�z, varsayal�m
ki indirgeme işlemini yapt�k ve eşdeğer durumlar yok. O halde sekiz durum olduğuna göre

x
1

x
2

y Y Z S R

0 0 0 0 0 0 K
0 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 K
0 1 1 1 0 K 0
1 0 0 0 1 0 K
1 0 1 1 0 K 0
1 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 K 0
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üç durum değişkenine ve dolay�s�yla üç bellek eleman�na gereksinim vard�r. Bellek
eleman� olarak ta tetikleme eleman�n� seçelim.

6.  Durum kodlamas�  Sekiz durumu S0, S1, S2, S3, S4, S5, S6 S7, s�ras�yla 000, 001,
010,011, 100, 101, 110, 111 biçiminde kodlayal�m.  MSB (en çok ağ�rl�kl� bit) bit y1,
en az ağ�rl�kl� bit te (LSB)  y3 olsun. Bu biçimde kodlama bellek elemanlar�
ç�k�şlar�n�n, ayn� zamanda say�c�n�n ç�k�şlar� olmas�n� sağlar. Kodlanm�ş durum
tablosu Şekil 8.4 te verilmiştir.

S0

x = 0

S1

0

S2

0

S3

0

S4

 0

S7

0

S6

0

S5

 0

x =1

1

1

11

1

1

1 s0 000

s1 001

s2 010

s0 000

s3 011

s4 100

s5 101

s7 111

s6 110

x = 0 x = 1

s1 001

s1 001 s2 010

s2 010 s3 011

s3 011 s4 100

s4 100

s5 101

s5 101

s5 101 s6 110

s6 110 s7 111

s7 111 s0 000

x
CLK

y3

y2

y3

Şekil 8.4 Modulo 8 ileri say�c�n�n durum diyagram� ve tablosu

4, 5.Bellek elemanlar� giriş fonksiyonlar�n�n ve ç�k�ş fonksiyonlar�n�n bulunmas�
ve indirgenmesi Tetikleme bellek elemanlar�n�n giriş fonksiyonlar� ve makinenin ç�k�ş
fonksiyonlar�, durum diyagram� veya tablosu ile tetikleme eleman�n�n ters tan�m
bağ�nt�lar�ndan yararlanarak,  Şekil 8.5 deki gibi elde edilir. Ters tan�m bağ�nt�lar�
kullan�l�rken, belek eleman� giriş fonksiyonu, y ve Y indislerinin ayn� olmas�na dikkat
edilmelidir. T belek elemanlar�n�n giriş fonksiyonlar�n�n  Karnaugh diyagram�nda
indirgenmiş ifadeleri,  Şekil 8.5 te verilmiştir.

x y1 y2 y3 Y1 Y2 Y3 T1 T2 T3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 0 0 0
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1 0 0 0 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1 0 0 1 1
1 0 1 0 0 1 1 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0 1 1 1
1 1 0 0 1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 1 1 0 0 1 1
1 1 1 0 1 1 1 0 0 1
1 1 1 1 0 0 0 1 1 1

xy1
y2y3

00 01 11 10

00

01

11

10

y2y3
00 01 11 10

00

01

11

10

y2y3
00 01 11 10

00

01

11

10

1 1

1 1

11

1

1

1

1 1

1

1

1

T1 = xy2y3 T2 = xy3 T2 = x

Şekil 8.5 Bellek elemanlar� giriş fonksiyonlar�n�n indirgenmiş ifadeleri

6.Lojik devrenin gerçekleştirilmesi  Son ad�mda bulduğumuz indirgenmiş
fonksiyonlarla, modulo 8 ileri say�c� devreyi, Şekil 6 2 de verilen genel ard�ş�l devre
yap�s�nda,  Şekil 8.6 a daki gibi çizebiliriz.

Şekil 8.6 Modulo 8 say�c�ya ilişkin lojik devreler

Yukar�da incelediğimiz say�c� x girişine gelen darbeleri değil de doğrudan saat girişine
gelen darbeleri sayabilirdi. O zaman x girişleri kaybolacak ve bir sonraki durum
fonksiyonlar�nda ki bağ�ms�z değişken say�s� bir azalm�ş olacakt�. Bu durum da
bulunacak devre Şekil 8.6 b de verilmiştir.

8.3 Özel bir say�c� devresi

Saat girişine gelen, saat darbeleriyle 0, 2, 4, 7 ve tekrar 0, 2.. sayan bir say�c�
tasarlayal�m. Böyle bir makineyi iki biçimde düşünebiliriz. Birincisi üç durum değişkenli 8
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durumlu ve ç�k�şlar� durum değişkenleri olan makinedir. ikincisi iki durum değişkenli dört
durumlu ayr�ca üç ç�k�ş� olan bir  makinedir.

ilk makineye ilişkin durum tablosu Şekil 8.7 deki gibidir. JK bellek elemanlar�yla
gerçekleştirme yapmak istersek; bu bellek elemanlar�n�n ters tan�m bağ�nt�lar�ndan
yararlanarak bulunan bellek elemanlar� giriş fonksiyonlar� da Şekil 8.7 de verilmiştir.
Görüldüğü gibi 0, 2, 4, 7 durumlar�n�n d�ş�ndaki 1, 3, 5, 6 durumlar�na makine hiç
gelmemektedir. O halde hiç gelinmeyen durumlara ilişkin bir sonraki durum
fonksiyonlar�n�n ald�ğ� değerler ve dolay�s�yla bellek elemanlar� giriş fonksiyonlar�n�n
ald�ğ� değerler keyfidir, 0 veya 1 seçilebilir. Bulunan fonksiyonlar�n indirgemesi ve bunlara
karş� düşen devre şekil 8.7 de verilmiştir. Görülüyor ki ç�k�şlar doğrudan bellek
elemanlar�n�n ç�k�şlar� olarak al�nm�şt�r.

Örneğimizde kullan�lmayan durumlar için bir sonraki durumlar ve ç�k�şlar keyfi al�nd�. Bu
durum ile genelde de karş�laş�labilir. Eğer gerekli olan durum değişkeni say�s� n, durum

say�s� m ise 2
n
  <  m koşulu alt�nda (2

n
 - m) durum için bir sonraki durum ve ç�k�şlar keyfi

al�n�r. Örneğin m = 6 durumlu bir makine gerçeklemek için, n = 3 durum değişkenine

gereksinim vard�r, o halde  (2
3
 - 6 ) = 2 durum için bir sonraki durum ve ç�k�ş fonksiyonlar�

keyfi al�nmal�d�r.

y1 y2 y3 Y1 Y2 Y3 J1 K1 J2 K2 J3 K3

0 0 0 0 1 0 0 k 1 k 0 k
0 1 0 1 0 0 1 k k 1 0 k
1 0 0 1 1 1 k 0 1 k 1 k
1 1 1 0 0 0 k 1 k 1 k 1
0 0 1 k k k k k k k k k
0 1 1 k k k k k k k k k
1 0 1 k k k k k k k k k
1 1 0 k k k k k k k k k
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y1y2
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Şekil 8.7 (0-2-4-7) sayan bir say�c�n�n Moore makinesi olarak gerçekleştirilmesi

Yukar�daki örnekte (0-2-4-7) sayan say�c�y�, bellek eleman� say�s�n� minimum tutarak ta
gerçekleştirebiliriz. Bu makinenin, bir önceki durumunu (ç�k�ş�) hat�rlamas�, yeni saat
darbesi ile  de istenen ç�k�ş� vermesi yeter. Durumlar�

A durumu (kodu 00):: Daha önceki saat girişi ile (111) ç�k�ş�n�n görüldüğü durum
B durumu (kodu 01):: Daha önceki saat girişi ile (000) ç�k�ş�n�n görüldüğü durum
C durumu (kodu 10):: Daha önceki saat girişi ile (010) ç�k�ş�n�n görüldüğü durum
D durumu (kodu 11):: Daha önceki saat girişi ile (100) ç�k�ş�n�n görüldüğü durum
biçiminde tan�mlarsak, dört durumlu (iki durum değişkenli) dolay�s�yla iki bellek

elemanl�, istediğimiz say�c� gerçekleştirilebilir. Oysa ayn� say�c� için yukar�da üç bellek
eleman� kullanm�şt�k. Tan�mlad�ğ�m�z durumlar için durum diyagram�, tablosu, ters tan�m
bağ�nt�s�ndan yararlanarak JK bellek elemanlar�n�n giriş fonksiyonlar� ve bunlara karş�
düşen devre aşağ�daki Şekil 8.8 de verilmiştir.

y1 y2 Y1 Y2 Z1 Z2 Z3 J1 K1 J2 K2

0 0 0 1 0 0 0 0 k 1 k
0 1 1 0 0 1 0 1 k k 1
1 0 1 1 1 0 0 k 0 1 k
1 1 0 0 1 1 1 k 1 k 1

Z1=y1 Z2=y2 Z3=y1y2 J1=y2 K1=y2 J2=1 K2=1

CLK=0

000
A=00

CLK=0

010
B=01

CLK=0

100
C=10

CLK=0

111
D=11

1

11

CLK

CLK=1

Z1

Z2

Z3

J1

y

y

K1

J2

y

y

K2

CLK

Z1

Z2

Z3

y1

y2

Şekil 8.8 dört durumlu 0,2,4,7 sayan say�c�
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8.4 Dizi detektörü

Tek girişli tek ç�k�şl� bir makinedir. Girişine 0101 (0 ilk gelen ) dizisi geldiğince ç�k�ş�nda
1, aksi halde 0 verir. örneğin 010101 girişi için ç�k�ş 000101 dir. Makinenin ç�k�ş�, son 4
girişine gelen işarete göre,  belirlenmektedir (Şekil.8.9). Yani iç içe girmiş diziler de
değerlendirilmektedir.

Dizi
Detektörü

101010 101000
X ZX

t t

Şekil.8.9. Dizi detektörü.

Dört durumlu bir durum diyagram� düşünelim. A başlang�ç durumu, B makineye 0
gelmiş durumu, C makineye 01 gelmiş durumu ve D makineye 010 gelmiş durumu olsun.
Buna göre A durumunda makineye 1 gelirse makine yine A ya dönmelidir. Çünkü
makinenin diziyi tan�mas� için girişine önce 0 gelmelidir. Makine A dayken 0 geldiğinde B
ye geçer. B de 0 gelirse, makine durumunu korur, çünkü son gelen 0 d�r. B de 1 girişi
gelirse son iki giriş 01 olacağ�ndan C durumuna geçer. C de 1 gelirse dizi
bozulacağ�ndan A başlang�c�na, 0 geldiğinde ise son üç giriş 010 olacağ�ndan D ye gider.
Makine D durumundayken 0 gelirse son gelen 0 olduğundan B ye, 1 geldiğinde ise 1
ç�k�ş� verip, son gelen iki giriş 01 olduğundan C durumuna gider. Durum diyagram� Şekil
8.10 da verildiği gibidir.

A B

CD

1 / 0 0 / 0

1 / 00 / 0

1 / 1

0 / 0

1 / 0

0 / 0

A: Başlang�ç durumu
B: 0 gelmiş durumu
C: 01 gelmiş durumu
D: 010 gelmiş durumu

Şekil 8.10. Dizi detektörü için durum diyagram�.

Makine 4 durumlu olduğuna göre iki durum değişkeni vard�r. Durumlar� A = 00, B = 01,
C = 11, D = 10 biçiminde kodlayal�m. Bellek eleman� olarak, gecikme eleman�n� seçelim.
Diyagramdan yararlanarak bağ�ms�z değişkenler, bağ�ml� bir sonraki durum değişkenleri
ve ç�k�ş fonksiyonunu doğruluk tablosu biçiminde verebiliriz (Şekil 8.11).

x y1 y2 Y1 Y2 Z

0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0
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1 0 1 1 1 0
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0

Şekil 8.11. Dizi detektörü için bir sonraki durum ve ç�k�ş fonksiyonlar�n�n doğruluk
tablosu.

Gecikme eleman�n bir sonraki durum fonksiyonu giriş fonksiyonuna eşit olduğundan D1

= Y1 ve D2 = Y2 dir Bu fonksiyonlara ilişkin Karnaugh diyagramlar�, indirgenmiş
fonksiyonlar ve dizi detektörünün lojik devresi  Şekil 8.12 de verilmiştir. D1 ve D2

fonksiyonlar� birlikte düşünüldüğünde, üç-girişli üç VE, iki-girişli üç VE, üç-girişli iki VEYA
kap�s� yerine, iki-girişli bir AYRICALI VEYA, iki-girişli iki VE, üç-girişli bir VE, iki -girişli iki
VEYA kap�s�yla gerçekleştirilebileceğinin  tart�ş�n�z.

00 01 11 10
y1y2

x

0

1

00 01 11 10
y1y2

0

1

00 01 11 10
y1y2

0

1

1

1

D1 =Y1 = x 'y1 y2+x y'1 y2+x y1 y'2

1

x x

1

1 1 1

1 1

D2 =Y2 = x 'y'1 +y'1 y2+ y1 y'2 Z = x y1 y'2

D

y

y

D

y

y

x'
y1
y2

x
y'1
y2

x
y1
y'2

x'
y'1

y1
y'2

y'1
y2

CLK

D1

D2

Z

Şekil 8.12 Dizi detektörü için bir sonraki durum ve ç�k�ş fonksiyonlar�n�n Karnaugh
diyagramlar�, indirgenmiş fonksiyonlar ve dizi detektörünün lojik devresi

Yukar�da incelediğimiz dizi detektöründe gözlemlediğimiz diziler birbirinin içine
girebilmektedir. Örneğin 010101 girişi için 000101 ç�k�ş� elde edileceğine göre birinci
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gözlemlenen dizinin son iki eleman� ikinci gözlemlenen dizinin ilk iki eleman� olmaktad�r.
O nedenle ç�k�şta ilk 1 gözlemledikten sonra 0 ve tekrar 1 gözlemlenmektedir. Girişine
gelen belli uzunluktaki dizileri, birbirinin içine girmeyen ayr� ayr� paketler olarak alg�layan
dizi detektörü de olabilirdi. Yani makine bir diziyi detekte ettikten sonra başlang�ç
durumuna dönüp yeni bir dizi detekte etmeye başlayabilirdi. Bu durumda örnek makinede
giriş 0101 0101 ise ç�k�şta 0001 0001 veya giriş 0101 0110 0101 ise ç�k�şta  0001 0000
0001 gözlenecekti. Dizi detektörü sentezi yap�l�rken,  istenenin hangisine uyduğu göz
önünde tutulmal�d�r. ikinci anlatt�ğ�m�z dizi detektörüne ilişkin durum diyagram� Şekil 8.13
te verilmiştir. Görüldüğü gibi bu yeni dizi detektörü için D durumunda, 1 girişi alt�nda
makine C durumuna gideceği yerde A durumuna dönmekte ve 1 ç�k�ş� vermektedir.

A B

CD

1 / 0 0 / 0

1 / 00 / 01 / 1

0 / 0

1 / 0

0 / 0

A: Başlang�ç durumu
B: 0 gelmiş durumu
C: 01 gelmiş durumu
D: 010 gelmiş durumu

Şekil 8.13 Birbirinin içine girişmeyen 0101 dizilerini detekte eden bir makineye ilişkin
durum diyagram�

Üç uzunluklu bir dizi detektörü tasarlasayd�k, üç durum  fakat iki durum değişkeni
gerekecekti. O zamanda gereksiz olan durum için bir sonraki durum ve dolay�s�yla bellek
elemanlar� giriş fonksiyonlar� k al�nabilecekti. Bu dizi detektörü bir Mealy makinesidir.
Acaba gereksiz olan durumu da kullanarak, istediğimiz üç uzunluklu  diziyi detekte eden
makineyi, bir Moore makinesi olarak nas�l gerçekleştirebiliriz, düşününüz.
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BBÖÖLLÜÜMM  99  AARRDDIIŞŞIILL  DDEEVVRREELLEERRDDEE  DDUURRUUMM  İİNNDDİİRRGGEENNMMEESSİİ  VVEE

DDUURRUUMM  KKOODDLLAAMMAASSII

Sentez bölümünde sentezin ad�mlar�n� incelerken detay�na inmeden iki temel
problemden söz etmiştik. Şimdi bu problemlerin çözüm yollar�n�n arayacağ�z. Durum
indirgemesi problemi iyi tan�mlanm�ş ve yöntemleri geliştirilmiştir.

Durum kodlamas� problemi ise bizi Boole fonksiyonlar�n�n karmaş�kl�ğ�n�n tan�m�na
götürür. Bütün gereksinimleri karş�layabilecek Boole fonksiyonlar� karmaş�kl�ğ�
tan�mlanamam�şt�r. O nedenle çeşitli karmaş�kl�k tan�mlar� için çeşitli yöntemler
verilmiştir. Bu dersin kapsam� içinde basit fakat s�n�rl� bir yöntem üzerinde durulacakt�r.

1.1 Durum indirgemesi (state reduction)

Bir ard�ş�l makinede eşdeğer durumlar�n saptan�p elenmesinin, bu makinenin
gerçekleştirilmesinde iki yarar� olabilir:
1. Durum indirgemesi, durum değişkenlerinin say�s�n�n  ve dolay�s�yla bellek eleman�

say�s�n�n azalmas�na neden olabilir.
Örneğin üç durum değişkeni (dolay�s�yla üç bellek eleman�) gerektiren beş durumlu bir

makinede, bir eşdeğer durum olsun. Eşdeğer durum elendiğinde makine dört durumlu
olur ve iki durum değişkeni gerektirir. Bu makine üç bellek eleman� yerine iki bellek
eleman� ile gerçekleştirilebilir.

2. Durum indirgemesi sonucunda durum değişkeni azalmasa bile eşdeğer durum say�s�
kadar durum için, bir sonraki durumlar ve ç�k�şlar keyfi olur. Bu eşdeğer durumlara ilişkin
bir sonraki durumlar�n keyfi olmas�, eşdeğer durumlarda bellek elemanlar� giriş
fonksiyonlar�n�n keyfi değer almas� demektir. Buda makinenin gerçekleştirilmesinde,
kombinezonsal k�sm�n daha basitleşmesine neden olabilir. Ayr�ca eşdeğer durumlar için
ç�k�ş fonksiyonlar�n�n keyfi değer almas� da benzer biçimde makinenin kombinezonsal
devre k�sm�n�n basitleşmesine katk�da bulunur.

Örneğin  üç durum değişkeni gerektiren sekiz durumlu bir makinede üç durum eşdeğer
olsun. Eşdeğer durumlar elendiğinde beş durumlu bir eşdeğer makine bulunur. Durum
değişkeni say�s� ve dolay�s�yla bellek eleman� say�s� üçtür, değişmez. Ama üç eşdeğer
durum için bir sonraki durum keyfi olacağ�ndan, bellek elemanlar� giriş fonksiyonlar� da bu
eşdeğer durumlar için keyfi değerler alacakt�r. Ayr�ca ç�k�ş fonksiyonlar� da söz konusu
eşdeğer durumlar için keyfi değer olacakt�r. Bellek elemanlar� giriş fonksiyonlar�n�n ve
ç�k�ş fonksiyonlar�n�n gerçekleştirilmesine karş� düşen ard�ş�l devrenin kombinezonsal
k�sm�, keyfi değerlerin istenildiği gibi seçilebilmesi dolay�s�yla basitleşecektir.

Yukar�da sözü edilen faydalardan dolay� durum indirgemesi dediğimiz eşdeğer
durumlar�n saptanmas� ve elenmesi, ard�ş�l devre sentezinin ağ�rl�kl� bir ad�m�d�r.

Önce eşdeğer durum tan�m� verip sonra bu durumlar�n bulunmas� için yöntemler
verelim.  Eşdeğer durum tan�m�: Birbirinin ayn� veya farkl� N ve N* gibi iki ard�ş�l devre
ve bunlara ilişkin A ve B durumlar�n� düşünelim (Şekil 9.1). X  herhangi bir uzunluktaki
giriş dizisi , Z ve Z* da s�ras�yla A durumundaki N ve B durumundaki N*  makinelerinin X
giriş dizisine karş� düşen ç�k�ş  olsun. X  ,Bölüm 5.2 de tan�t�lan G kümesinin
elemanlar�ndan oluşan dizidir. Z ve Z* dizileri, Bölüm 5.2 de tan�t�lan Ç kümesinin
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elemanlar�ndan oluşan dizidir. Olabilecek bütün X giriş dizileri için  Z  ve Z*  dizileri ayn�
ise A ve B durumlar� eşdeğerdir denir. Yani

Z = f (A, X )
Z*  = f* (B, X )

dizileri ayn�d�r. f ve f*  birer ç�k�ş fonksiyon grubunu gösterirler ve ayn� makineye ilişkin
iseler  f = f* d�r.

Bu tan�ma uygun olarak iki durumun eşdeğerliğini göstermek, sonsuz giriş dizisi için
deneme yap�p ç�k�şlar� gözlemeyi gerektirir. O nedenle tan�m� uygulayarak eşdeğer
durumlar� bulmak pratik olarak mümkün değildir. Aşağ�daki teorem eşdeğer durumlar�n
bulunmas�na ilişkin yöntemlerin temelini oluşturur.

N
Makinesi
A durumu

N*
Makinesi
B durumu

X

Z

Z*

Şekil 9.1 Eşdeğer durumlar�n belirlenmesi
Teorem: Ayn� bir ard�ş�l devreye ilişkin A ve B durumlar�n�n eşdeğer olmas� için gerek

ve yeter koşul, bir uzunluklu bütün X girişleri için ç�k�şlar�n ayn� olmas� ve bir sonraki
durumlar�n eşdeğer olmas�d�r.

Buna göre  A ve B durumlar�na ilişkin bütün 1 uzunluklu X giriş dizileri için hem bir
uzunluklu  Z ç�k�şlar�

f (A, X)  = f (B, X)
 hem de

g (A, X) ≡ g (B, X)
olmal�d�r. (g) ler  bir sonraki durumu simgelemektedir.
Gerek ve yeter koşullar� iki girişli, iki ç�k�şl� ve sekiz durumlu bir makine örneği için

yazarak anlaş�lmas�n�n kolaylaşt�ral�m.
fi (A,00) = fi (B,00) i=1,2 g (A,00) = g (B,00)
fi (A,01) = fi (B,01) i=1,2 g (A,01) = g (B,01)
fi (A,10) = fi (B,10) i=1,2 g (A,10) = g (B,10)
fi (A,11) = fi (B,11) i=1,2 g (A,11) = g (B,11)

Tan�t: Önce gerek koşul kan�tlayal�m. A, B ye  eşdeğerse
f (A, X)  = f* (B, X)     (1)
g (A, X) ≡ g (B, X)               (2)

bağ�nt�lar� vard�r . A n�n B ye eşdeğerliği tan�m bağ�nt�s�ndan
Y herhangi bir uzunlukta giriş dizisi olmak üzere

f (A, Y)  = f (B, Y)  d�r.
Bu bağ�nt�  Y = X özel hali için (1) bağ�nt�s�n� verir. Öte yandan Y dizisi önce X sonra X

olarak seçilirse
f  [g( A, X), X] = f [g( B, X), X]

bulunur , buda g (A, X) ve g (B, X) in  eşdeğerlik tan�m bağ�nt�s�d�r. (2) bağ�nt�s�n� verir.



120

Şimdi (1) ve (2) bağ�nt�lar� varken A ≡ B yani  f (A, Y ) = f (B, Y) olduğunu  gösterelim.
(2) bağ�nt�s�

f  [g( A, X), X] = f [g( B, X), X]
d�r. (1) bağ�nt�s�yla birlikte düşünüldüğünde Y nin önce X sonra X den oluştuğu

varsay�l�rsa
 f (A, Y ) = f (B, Y)  bulunur.

9.1.1 Eşleştirme tablosu ile durum indirgemesi yöntemi

Eşleştirme tablosuyla  durum indirgeme yöntemini, Şekil 9.2 de durum tablosunu verilen
Mealy makinesi örneği üzerinden, ad�m ad�m inceleyelim.
1. Durumlar� ikişer ikişer eşleştirmemize yard�mc� olacak Şekil 9.3 deki tablo çizilir.

Sat�rlar�nda a durumu d�ş�nda bütün durumlar, sütunlar�nda ise g durumu d�ş�nda bütün
durumlar vard�r. Bulduğumuz tabloda bir sat�r ile sütunun kesiştiği kare için, sat�ra ilişkin
durum P sütuna ilişkin durum Q olmak üzere, aşağ�daki işlemleri yapal�m.

i. bir uzunluklu en az bir giriş için, P ve Q durumlar� farkl� ç�k�şlar veriyorsa, ilgili
kareye X işareti koyal�m. Bu işaretin anlam�; P ve Q nun, teoremin birinci koşulu
nedeniyle, eşdeğer olamayacağ�d�r.

Örneğimizde birinci sat�r ve sütunun kesiştiği kareye X konmuştur çünkü a ve b
durumlar� x = 1 girişi için s�ras�yla 0 ve 1 farkl� ç�k�şlar�n� vermektedir.

ii. Bir uzunluklu bütün girişler için P ve Q durumlar�, ayn� ç�k�şlar� ve ayn� bir
sonraki durumlar� veriyorsa ilgili kareye √ koyal�m. Anlam� teorem gereğince P ve
Q durumlar�n�n eşdeğer olduğudur.

Örneğimizde dördüncü sat�r ile birinci sütunun kesiştiği kareye √ konmuştur. Çünkü ilgili
a ve e durumlar� x = 0 girişi için ayn� a durumuna, x = 1 için ise ayn� b durumuna
gitmektedir.

iii. Bir uzunluklu herhangi bir giriş için ayn� ç�k�ş� veren  (PQ) durum çiftinin, gittiği
bir sonraki durum çiftindeki durumlar farkl� ise, PQ karesine gidilen  durum çifti
yaz�l�r. işlem bütün 1 uzunluklu girişler için tekrarlan�r. Amaç  teoremin iki
koşulunun sağlanmas�d�r. Bunun anlam� teorem gereğince, PQ durum çiftinin
eşdeğer olmas� için gidilen bir sonraki durum çiftinin eşdeğer olmas� gerektiğidir.

Örneğimizde üçüncü sat�r ile birinci sütunun kesiştiği kareye (ag) ve (bf) konmuştur.
Çünkü ilgili durumlar a ve d x = 0 girişi için ayn� 0 ç�k�ş� ve (ag) bir sonraki durumlar�n�, x
=1 girişi için ise ayn� 0 ç�k�ş�n� ve (bf) bir sonraki durumlar�n� vermektedir.

Tablodaki bütün kareleri yukar�daki kurallara göre  doldural�m (Şekil 9.3).

a

x=1

b

c

d

e
f

g

x=0

a, 0

d, 0

e, 0

g, 0

a, 0
d, 0

d, 0

b, 0

e, 1

b, 1

f, 0

b, 0

g, 1

f, 1

a

b

b

c

c

d

d

e

e

f

f

a g

b f

e g

e f

a g

b f

d e

e b

e d

b g

e d

b f

g a

b f

g

g f

Şekil 9.2 Durum indirgemesi uygulanacak tablo ve eşleştirme tablosu ilk ad�m�
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2. Bu ad�mda Şekil 9.2 de bir durum çiftinin eşdeğer olmas� için, eşdeğer olmas�
gereken durumlar�n bulunduğu kareler incelenir. Örneğin üçüncü sat�r ve birinci sütunun
kesiştiği kare ye ilişkin a ve d durumlar�n�n eşdeğer olmas� için ag ve bf durumlar�n�n
eşdeğer olmas� gerekir ve yeter. Bakal�m öylemi?  a ve g, kesiştiği karede X olduğundan,
eşdeğer değildir. O halde a ve d de eşdeğer olamaz, a ve d nin kesiştiği kareye X
konulmal�d�r (Şekil 9.3). ag ve bf nin incelenmesi sonucunda bunlar�n kendi aralar�nda
eşdeğer olduğunu görseydik, a ve d nin de eşdeğer olduğunu söyleyebilecek ve √  ile
işaretleyecektik.

Bu işleme bütün kareler X veya √ ile işaretlene kadar devam edilir. Örneğimizde ae ve
fg durum çiftlerinin eşdeğer olduğu Şekil 9.3 görülmektedir.

3. Şekil 9.2 te verilen durum tablosunda, a ya eşdeğer e durumunun bulunduğu sat�r ve
f ye eşdeğer g durumunun bulunduğu sat�rlar at�larak, eşdeğer makineye ilişkin durum
tablosu bulunur.  Sat�r at�ld�ktan sonra bulunan yeni tabloda g görülen yere f, e görülen
yere a yazarak, durum indirgemesi yap�lm�ş makinenin durum tablosuna geçilebilir (Şekil
9.3).

a

x=1

b

c

d

f

g

x=0

a, 0

d, 0

a, 0

f, 0

d, 0

b, 0

a, 1

b, 1

f, 0

f, 0

a

b

b

c

c

d

d

e

e

f

f

a g

b f

e g

e f

a g

b f

d e

e b

e d

b g

e d

b f

g a

b f

Şekil 9.3 Örnek durum tablosu için eşleştirme yöntemiyle var�lan tablo ve buna karş�
düşen indirgenmiş durum tablosu

Şimdide bir Moore makinesine ilişkin durum indirgeme örneği yapal�m. Şekil 9.4 de
örnek Moore makinesi ve eşleştirme tablosu verilmiştir. Eşleştirme tablosundaki X  ikinci
ve daha sonraki ad�mlarda elde edilen eşdeğer olmayan durum çiftlerini göstermektedir.
Görüldüğü gibi (ad) ve (ce) çiftleri birbirlerinin eşdeğer olmalar�n� gerektirmektedirler.
Eşdeğer olamad�klar� kan�tlanamayan bu durum çiftleri eşdeğer olmak zorundad�r. Bu
sonuca göre indirgenmiş durum diyagram� Şekil 9.4 da verilmiştir.
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Şekil 9.4 Bir Moore makinesine ilişkin durum indirgeme örneği

9.1.2 Eşdeğer durum s�n�flar� ile durum indirgemesi yöntemi

Durum indirgemesi için kulland�ğ�m�z eşleştirme tablosu yönteminden başka eşdeğer
durum s�n�flar� yöntemi  vard�r. Bu yöntem, giriş dizisi uzunluklar�na bağl� olarak, ay�rt
edilemeyen durumlar� ayn� s�n�fa ve ay�rt edilebilen durumlar� da ayr� s�n�flara toplamaya
dayan�r.

Son örneğimizde bu yöntemi aç�klayal�m. Hiç bir giriş dizisi uygulanmad�ğ�nda,
durumlar� birbirinden ay�rt edemeyiz. Onun için hepsini bir S0 s�n�f�n  içine koyal�m , S0 =
{(abcdefg). }
Şekil 9.4 teki durum tablosundan, (abdg) durumlar�n�n, bir uzunluklu  girişler alt�nda,

ç�k�ş� gözleyerek, birbirlerinden ay�rt edilemeyeceğini söyleyebiliriz. Çünkü hepsi ayn� 0
ç�k�ş�n� verirler. Benzer biçimde (cef) durumlar�n� da, bir uzunluklu bir giriş dizisiyle
birbirinden ay�rt edemeyiz. Çünkü her biri için ç�k�ş 1 dir. (abdg) ve (cef) bir uzunluklu
girişler için eşdeğer durum s�n�flar�d�r. Biri (abdg) diğeri (cef) s�n�flar�ndan olan durum
çiftlerinin 1 uzunluklu giriş dizisiyle ay�rt edilebileceklerini söyleyebiliriz çünkü 1 uzunluklu
giriş için birinci s�n�f 0, ikinci s�n�f ise 1 ç�k�ş� verir. Buna göre bir bölmeleme yapabiliriz
S1= { (cef) (abdg) } .
Şimdi (cef) s�n�f�n� düşünelim x = 0 girişi alt�nda cef (c→ e, e→ c, f→ f gider) ye ; x = 1

girişi alt�nda ise dab (c→ d, e→ a, f→ b) ye gitmektedir. Bir sonraki durumlar (ecf) ve (dab)
ayn� eşdeğer s�n�f�ndad�r, yani iki uzunluklu girişler içinde cef durumlar� ay�rt edilemez.
(abdg) s�n�f� x=0 girişi alt�nda dfab (a→ d, b→ f, d→ a, g→ b) ye gitmektedir. Burada (b)
nin gittiği (f) in bulunduğu s�n�f ile (adg) nin gittiği (dab) bulunduğu s�n�flar farkl�d�r. Yani
iki giriş uzunluklu bir dizi x = 0 (veya 1) uygulan�p z = 0 gözlendikten sonra x = 0
uyguland�ğ�nda z = 0 gözleniyorsa makine (adg) durumlar�ndan birindedir, z = 1
gözleniyorsa (b) durumundad�r. O halde iki uzunluklu bir dizi (00 veya 10)ile (b) (adg) den
ay�rt edilebilir, farkl� s�n�flarda olmas� gerekir. Diğer taraftan  x =1 girişi için abdg cgea
(a→ c, b→ g, d→ e, g→ a=  ya gitmektedir, yani bir k�sm� bir s�n�fa diğer k�sm� diğer s�n�fa
gitmektedir.  a ve d , c ve e ye; b ve g, g ve a ya gittikleri için (ad) ve (bg) durumlar� iki
giriş uzunluğunda bir dizi (01 veya 11) ile ay�rt edilebilirler. O halde (abdg) s�n�f� iki defa
bölünerek,  S2= {(cef) (ad) (b)(g)}    bölmelemesini elde edilir. Bu bölmeleme şu anlama
gelmektedir: (cef) (ad) (b) ve (g) s�n�flar�n�n kendi içlerindeki durumlar birbirlerinden iki
uzunluklu girişler taraf�ndan ay�rt edilemezler. Fakat biri bir s�n�ftan diğeri diğer bir s�n�ftan
olmak üzere oluşturulan durum çiftleri, iki uzunluklu giriş dizileriyle ay�rt edilebilirler.
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Örneğin  (a) ya 10 (önce 1) veya 11 uyguland�ğ�nda ç�k�ş 01(önce 0)  dir oysa (b) ye ayn�
10 veya 11 girişleri uyguland�ğ�nda ç�k�ş 00 d�r.

Üçüncü ad�mda x = 1 girişi alt�nda (cef) s�n�f� s�ras�yla   c→ d, e→ a, f→ b gitmektedir
(b)ve  (ad) farkl� s�n�flarda olduğundan (cef) s�n�f� (ce) ve (f) olarak bölmelenir.  Yani bu
s�n�flar üç giriş dizisiyle ay�rt edilebilirler. (ad) x = 0 ve x = 1 girişleri alt�nda ayn� s�n�f
içindeki durumlara gittiğinden üç giriş dizisiyle ay�rt edilemezler. Buna göre S3 = {(ce) (f)
(ad) (b)(g) }  bölmelemesi elde edilir.

Bölmeleme işlemi, ard arda gelen S eşdeğer s�n�flar kümeleri eşit olduğunda,
durdurulur. Bizim örneğimizde S3 = {(ce) (f) (ad) (b) (g)}   bölmelemesi, S3 = S4

olduğundan, son var�lan bölmelemedir. Buda gösteriyor ki (ce) ve (ad) durum çiftleri
olabilecek bütün giriş uzunluklar� için birbirinden ay�rt edilemezler, yan� eşdeğerdirler.
Eşleştirme tablosuyla da bu sonuca varm�şt�k. Aç�klad�ğ�m�z bölmeleme ad�mlar�na ilişkin
bir tablo Şekil 9.5 da verilmiştir. Belli bir giriş alt�nda farkl� s�n�flara giden bir s�n�f�n, nas�l
bölmelenmesi gerektiğini göstermek için o s�n�ftaki durumlar koyu veya italik yaz�larak
farkland�r�lm�şt�r.

S0 ={(a b c d e  f g )}
 z=  0 0 1 0 1 1 0

S1 = {( c e f ) (a   b d  g )}
S1 = {( c e f ) (a   b d  g )}
 x=0 ( e c f ) (d.  f.  a. b )
 x=1 ( d a b) (c   g e   a )

S2 = {( c e f )  (b) (a d)  (g)}
S2 = {( c e f )  (b) (a d)  (g)}
 x=0 ( e c f )  (f)  (d a). (b)
 x=1 ( d a b) (g)  (c e)  (a)

S3 = {(c e)  (f)  (b)  (a d)  (g)}
 x=0 (e c)  (f)  (f)   (d a). (b)
 x=1 (d a)  (b) (g)  (c e)  (a)

S3 = S4

Şekil 9.5 Örnek makinenin durum indirgemesinin eşdeğer durum s�n�flar� yöntemindeki
bölmeleme ad�mlar�

Farkl� s�n�flarda bulunan durumlar� ay�rt edebilmek için uygulanacak giriş dizisini,
sondan başa doğru bulabiliriz. Örneğin (c) yi (f) den ay�rt etmek için 1kk ( önce gelen giriş
1, k = 0 veya 1 i gösterir) dizisini uygulamak gerekir. S3 te c ve f ayr� s�n�flardad�r. Bunun
için s2 de 1 uygulamak gerekir, bir sonraki durumlar ise d, b dir. Bunlar� ay�rt etmek için
S1 de x = 0 veya 1 uygulamak gerek, bir sonraki durumlar (a,f) veya (eg) yi ay�rt etmek
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için ise S0 da herhangi bir girişi uygulamak yeter. Şekil 9.6deki tablo, uygulanacak giriş
dizisini  özetlemektedir.

durum f b f
giriş 1 0(1) 1(0)
ç�k�ş 1 0 1
durum c d a
giriş 1 0(1) 1(0)
ç�k�ş 1 0 0

Şekil 9.6 Örnek makinenin c ve f durumlar�n�n ay�rt etmek için uygulanmas� gereken
giriş dizisinin bulunmas�

Burada eşdeğer durum s�n�flar� yöntemi Moore makinesi üzerinde incelendi, Mealy
makinesi içinde tutulacak yöntem ayn�d�r.

Genel olarak göstermek mümkündür ki durum say�s� m olan bir makine için en fazla m-
1 bölmeleme ad�m�yla sonuç bölmelemeye var�l�r.

9.2 Durum kodlamas� (state assignment)

Ard�ş�l devre sentezinin  durum indirgemesinden sonraki ad�m�, durum kodlamas�d�r.
Durumlar� öyle kodlayal�m ki bir sonraki durum fonksiyonlar�, dolay�s�yla bellek elemanlar�
giriş fonksiyonlar� ve ç�k�ş fonksiyonlar� gerçeklemesi, olabildiğince basit yani düşük
maliyetli olsun. Bu işleme durum kodlamas� diyoruz. Durum kodlamas� problemi, farkl�
kodlar için elde edilecek fonksiyonlar�n (bir sonraki durum ve ç�k�ş fonksiyonlar�)
karmaş�kl�ğ�n�n karş�laşt�r�lmas� problemine dönüşür. O halde Boole fonksiyonlar�n�n
karmaş�kl�ğ� tan�m� yap�lmal�d�r.

Her zaman geçerli olan bir karmaş�kl�k tan�m� verilemediğinden, farkl� tan�mlar verilmiş
ve bunlara ilişkin farkl� yöntemler geliştirilmiştir. Genel tan�m�n verilemeyişi, bu problemin
tek bir çözümünün olmamas� demektir. O nedenle farkl� yöntemler uygulay�p sonuçlar�
karş�laşt�rarak seçim yapmak gerekmektedir.

Ayr�ca seçilen bellek eleman�n tipine göre, bir sonraki durum fonksiyonu
karmaş�kl�ğ�n�n, bellek eleman�n�n giriş fonksiyonu karmaş�kl�ğ�na yans�mas�n�n da
saptanmas� gerekmektedir. Genel olarak bunu bellek elemanlar� ters tan�m
bağ�nt�lar�ndan göstermek mümkündür.

Önce durum say�s� belli iken, verilebilecek farkl� kod say�s�n�n ne olduğunu, bunlar
aras�nda hangilerinin gerçekleştirme aç�s�ndan eşdeğer olduklar�n� inceleyeceğiz. Bu
incelemenin sonucu görülecek ki  4 duruma kadar seçebileceğimiz farkl� kodlar say�s� 3
dür. O nedenle bu üç koda ilişkin gerçekleştirmelerin hepsinin yap�l�p, sonuçlar
karş�laşt�r�larak, en  uygun durum kodlamas� seçilebilir.

Durum say�s� 4 ten fazla olduğunda, seçilebilecek farkl� kodlar say�s� h�zla artacağ�ndan
başka çözümler aranmal�d�r. Bunun içinde bir sonraki durum fonksiyonlar�ndaki 1 lerin,
olabildiğince komşu olmas�n� sağlayacak kodun seçilme yöntemi verilecektir.

9.2.1 Kod say�s� ve eşdeğer durum kodlar�

(µ) durumlu bir makine için  r ≥ log
2
 µ bağ�nt�s�n� sağlayan en küçük tam say� r (ayn�

zamanda durum değişkeni say�s�) olmak üzere 2
r
 farkl� kod vard�r. (µ)  duruma

verebileceğimiz  kodlar�n say�s� da  2r!  /  (2r -µ)!  dür. Örneğin µ = 3 durumlu makine için r

= 2 ve kod say�s� 2
2
=4 (00, 01,10,11) tür. Üç duruma vereceğimiz 4! / (4-3)! = 24  farkl�

durum kodu Şekil 9.6 da verilmiştir.
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y1y2 1 2 3 4 5 6 7 ... 19 20 21 22 23 24
a 00 00 00 00 00 00 01 11 11 11 11 11 11
b 01 01 10 10 11 11 00 00 00 01 01 10 10
c 10 11 01 11 01 10 10 01 10 00 10 00 01
Şekil 9.6 Üç durumlu makinenin durum kodlamas�na ilişkin olabilecek 24 alternatif

durum kodu
Görüldüğü gibi her bir durum kodlamas� iki sütundan oluşuyor, birinci sütun bir bellek

eleman�na diğeri  de diğer bellek eleman�na ilişkindir. Tabloda bir koda ilişkin sütunlar�n
yer değiştirmesiyle bulunan yeni durum kodu, ayr� bir durum kodu gibi görünür, oysa
gerçekleştirme bak�m�ndan bunlar eşdeğerdir. Bu iki kod için yap�lan
gerçekleştirmelerde, yaln�zca bellek elemanlar� yer değiştirdiği görülecektir (y1↔y2,
Y1↔Y2 ). O nedenle bu kod çiftinden biri at�labilir. Örneğin 1 kodunda sütunlar yer
değiştirirse 3 kodu bulunur.

Bir koddaki değişkenlerden biri, bir başka kodun değişkeninin tümleyeni biçiminde
olsun. Bu kodlara karş� düşen gerçekleştirilmelerde her bir bellek eleman� için aşağ�daki
farkl�l�klar saptan�r.

i. SR, JK bellek elemanlar� için giriş fonksiyonlar� ve Y, Y' ç�k�şlar� yer değiştirir
(sonuçta ilave bir maliyet gelmez)

ii. T bellek eleman� için yaln�zca Y, Y' yer değiştirir (sonuçta ilave bir maliyet
gelmez)

iii. D bellek eleman� için giriş fonksiyonun tümleyenin al�nmas� gerektiğinden
ilave bir tümleyen kap�s� gelir ve Y, Y' ç�k�şlar� yer değiştirir.

Bu sonuca nas�l var�ld�ğ�n� görmek için bellek elemanlar�n�n ters tan�m bağ�nt�lar�ndaki
simetriye bakal�m. Şekil 9.7 de, Bir A durum kodu ile  tümleyen A kodu verildiğinde,
şimdiki ve bir sonraki durumlardaki değişiklikler ilk iki sat�rda görülmektedir. Diğer
sat�rlarda ise bu iki koda ilişkin giriş fonksiyonlar�n� alacağ� değerler görülmektedir. (yi)
lerdeki değişiklikler d�ş�nda, giriş fonksiyonlar�nda görülecek değişiklikler aşağ�daki
gibidir.

i. JK ve SR için giriş fonksiyonlar�n�n ald�klar� değerlerin yer değiştirmiştir. Yani
gerçekleştirmede (J) ile (K) ve (R) ile (S) yer değiştirecektir.

ii T için bir değişiklik yoktur. Yani gerçeklemede ayn� giriş fonksiyonu bulunacakt�r.
iii. D için ise giriş fonksiyonunun ald�ğ� değer diğerindekinin tümleyenidir. Yani

gerçekleştirmede, bir tümleyen kap�s� ilave etmek gerekir.
A kodu     y→ Y 0→ 0 1→ 1 0→ 1 1→ 0
TümleyenA kodu    y'→ Y' 1→ 1 0→ 0 1→ 0 0→ 1
A kodu     JK 0K K0 1K K1
Tümleyen A kodu     JK K0 0K K1 1K
A kodu   SR 0K K0 10 01
Tümleyen A kodu     SR K0 0K 01 10
A kodu     T 0 0 1 1
Tümleyen A kodu     T 0 0 1 1
A kodu     D 0 1 1 0
Tümleyen A kodu     D 1 0 0 1

Şekil 9.7 Bellek elemanlar�n�n ters tan�m bağ�nt�lar�n�n tümleyen kodlar için
karş�laşt�r�lmas�

Şimdi daha önce gerçekleştirdiğimiz dizi detektörü örneği üzerinde, eşdeğer olan durum
kodlamalar�n� görelim (Şekil 9.8). (II) durum kodlamas� (I) kodlamas�ndaki sütunlar�n yer



126

değişiminden, (III) kodlamas� da (I) kodlamas�ndaki sütunlar�n tümleyeninden elde
edilmiştir. Dizi  detektörünün durum tablosu ve üç durum kodu Şekil 9.8 de verilmiştir.

Durum
odu (I)

Durum
odu (II)

Durum
odu (III)

Şimdik

durum

x=0 x=1

00 00 11 A B,0 A,0
01 10 10 B B,0 C,0
11 11 00 C D,0 A,0
10 01 01 D B,0 C,1

Şekil 9.8 Dizi detektörünün kodlanmas�ndaki eşdeğer kodlara örnek

(I), (II) ve (III) durum kodlar� için JK bellek ve D bellek elemanlar�n�n giriş fonksiyonlar�
ve ç�k�ş fonksiyonlar�, aşağ�da Şekil 9.9 da verildiği gibidir. Yani kod sütunlar�n�n yer
değiştirmesi belek elemanlar�n�n adlar�n�n değişmesidir. Bir başka deyişle bellek
elemanlar� giriş fonksiyonlar�nda ve ç�k�ş fonksiyonlar�nda 1⇔ 2 indis dönüşümü yap�l�r.
Devrede ise bellek elemanlar�n�n indisleri değiştirilir. Kod sütunlar�n�n tümleyenlerinin
al�nmas� JK bellek elemanlar�n�n girişlerinin yer değiştirmesine, D bellek eleman� girişinin
ise tümleyenin al�nmas�na denk olmaktad�r.

(I) durum kodu için (II) durum kodu için (III) durum kodu için
J1=x y2 J1=x' + y2 J1=x' y2+x y'2
K1=x'' y'2+x y2 K1=y2 K1=x y'2
J2=x' + y1 J2=x y1 J2=y'1
K2=y1 K2=x' y'1+x y1 K2=x' + y'1
D1=x' y1y2+x y'1y2+x

y1y'2

D1=x' y'2+y'1y2+y1y'2 D1=x y'1y'2+x' y1+x'
y2+y1y2

D2=x' y'1+y'1y2+y1y'2 D2=x' y1y2+x y'1y2+x y1y'2 D2=x y'1y'2+y1y2

Z=x y1y'2 Z=x y'1y2 Z=x y'1y2

Dönüşüm: 1 ⇔  2 Dönüşüm:
yi ⇔  y'i, Ji ⇔ Ki Di ⇔  D'i

Şekil 9.9 Eşdeğer kodlar�n, gerçekleştirilecek fonksiyonlara etkisi

Yukar�da aç�klad�ğ�m�z gibi birbirine eşdeğer durum kodlar� elendiğinde, görülür ki 3
veya 4 durumlu makineler için, gerçekleştirilecek devre üzerinde etkin olan, birbirinde
farkl� durum kodlamas� say�s� 3 tür.(Şekil 9.10)

Üç durum için kod Dört durum için
kod

Durumla
r

I II III I II III

A 00 00 00 00 00 00
B 01 01 11 01 01 11
C 10 11 01 10 11 01
D 11 10 10

Şekil 9.10 Üç ve dört  durumlu bir makine için verilebilecek farkl� durum kodlamalar�
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Dört duruma kadar verilebilecek eşdeğer durum kodu üç tane olduğundan, her bir
kodlama için elde edilecek devreler karş�laşt�r�larak, en uygunu seçilebilir. Dört durumdan
daha fazla durumlu ard�ş�l devrelerde,  Şekil 9.11 deki tabloda görüldüğü gibi, durum
kodlamas� say�s� h�zla artmaktad�r. O nedenle  her bir kodlama için devreleri gerçekleyip
karş�laşt�rma yapmak, pratik değildir. Bu amaçla durum say�s� 7-8 civar�nda olan  ard�ş�l
devrelere için bir yöntem, bundan sonraki bölümde incelenecektir. Ayr�ca bu dersin
kapsam� içine al�nmayan ve Boole fonksiyonunun karmaş�kl�k tan�m�na bağl� olarak
geliştirilmiş genel yöntemler vard�r.

Durum
say�s�

durum
eğişkeni
say�s�

eşdeğer
lmayan
kodlar

2 1 1
3 2 3
4 2 3
5 3 140
6 3 420
7 3 840
8 3 840
9 4 10810800
. . .
16 4 5.5 1010

Şekil 9.11 Durum say�s�na bağl� olarak seçilebilecek, farkl� durum kodlamas� say�s�n�
gösteren tablo

9.2.2 Durum kodlamas�

Yöntemin hedefi kodlama ile bir sonraki durum fonksiyonlar�nda, dolay�s�yla bellek
elemanlar� giriş fonksiyonlar�nda, komşu doğru (yanl�ş) minterimleri maksimize etmektir.
Durum kodlamas�n� öyle yapal�m ki bellek elemanlar�n�n giriş fonksiyonlar�na ilişkin 1(0)
ler karnaugh diyagram�nda mümkün olduğunca komşu karelere gelsin.
İki duruma verilen kod, yaln�zca bir değişkende fark ediyorsa; bu iki koda komşu kod

denir. Örneğin 001, 000 a komşudur ama 010 e komşu değildir. Benzer biçimde komşu
girişler de tan�mlanabilir.

Kodlama işlemini, aşağ�daki kurallara göre ad�m ad�m yapabiliriz.
1. Belli bir giriş alt�nda, ayn� bir sonraki duruma giden durum çiftlerine komşu kodlar

verelim.
Bu demektir ki bir sonraki duruma hangi kod verilirse verilsin, onu temsil eden bir

sonraki durum fonksiyonlar�n�n hepsinde, birer 1. mertebeden 1 ve/veya 0 alt küpü
kesinlikle vard�r.

Belli bir giriş alt�nda öyle 4 durum varsa ki bir sonraki durumlar� ayn�; o zaman bu 4
durumdan her biri en az diğer ikisi ile komşu kodland�r�larak, bir sonraki durum
fonksiyonlar�n�n hepsinde, 2. mertebeden 1 ve/veya 0 alt küpleri elde edilir. Örneğin Şekil
9.2 deki durum tablosunda ACEG durumlar�n�n hepsi x = 0 girişi alt�nda B durumuna
gitmektedir. ACEG durumlar�na komşu kodlar verirsek bir sonraki durum fonksiyonlar�n�n

hepsinde, 2. mertebeden birer alt küp oluşacakt�r. Benzer biçimde 2
k
 l�k alt küpler

oluşturma  kurallar�  saptanabilir.
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2. Bir durumun komşu girişler için gittiği bir sonraki durum çiftine, komşu kodlar verilir.
Bu demektir ki söz konusu durum çiftini temsil eden bir sonraki durum fonksiyonlar�n�n,

birisi d�ş�nda, hepsinde 1. mertebeden 1 ve/veya 0 alt küpü kesinlikle vard�r.
ikişer ikişer komşu dört giriş için ( örneğin 00,01,11,10), bir durumun gittiği dört durum,

kendi aralar�nda ikişer ikişer komşu olacak biçimde kodlanabilirler. Bu halde iki tane bir
sonraki durum fonksiyonu d�ş�ndaki bütün bir sonraki durum fonksiyonlar�nda, 2.
mertebeden birer 1 ve/veya 0 alt küpü kesinlikle oluşur.

3. Belli bir giriş alt�nda ayn� ç�k�ş� veren durumlara birbirinin komşusu kodlar verilmelidir.
Bu ad�m 1. ad�mdaki işlemin, bir sonraki durum fonksiyonu yerine, ç�k�ş fonksiyonu için
uygulanmas�d�r. Söz konusu komşu kodlu durum çifti , komşu girişler için de ayn� ç�k�ş�
veriyorsa, tercih edilmelidir.

Yukar�daki ad�mlardan anlaş�ld�ğ� gibi, yöntem belli koşullar� sağlayan durumlara
komşu kodlar verilmesine dayanmaktad�r. Kurallar�n getirdikleri yararlar küçükten büyük
numaral�ya doğru azalmaktad�r. O nedenle durum kodlamas�na 1. kurala ilişkin
kümelerden başlamakta yarar vard�r.

Komşu kodlar�n verilmesini, en iyi Karnaugh diyagram� üzerinde yapabiliriz. Şimdi
yöntemi Şekil 9.12 te verilen örnek durum tablosu üzerinde inceleyelim

Komşu kodlar verilmesi gereken durum kümeleri her bir ad�m için aşağ�daki gibidir:
1. x = 0 için   (D,F), (A,C,E,G) [veya  (AC),(AE),(AG),(CE),(CG),(EG)]; x = 1 için

(A,B,D,F) [veya  (AB),(AD),(AF),(BD),(BF),(DF)], (E,G)  durumlar� komşu kodland�r�labilir.

2. x =  0 ve x = 1 komşu girişleri için (B,C); (C,D); (B,E); 2*(C,F) ; 2*(B,G)  durum çiftleri
komşu kodland�r�labilir.

3. x = 0 girişi için  (A,B,C,D,E,G) grubundaki durumlar , x=1 girişi için (ABCDEF)
grubundaki durumlar ikişer ikişer  komşu kodland�r�labilir.

Komşu kod verilmesi gereken durumlar say�s� 4 veya 8 elemanl� kümeler oluşturuyorsa
bunlar�n iki ve üçüncü mertebeden küpler oluşturacak şekilde kodlanmas� indirgeme
işlemine daha fazla katk�da bulunur  Bizim örneğimizde  bu özellikte iki küme vard�r: (A,
B, D, F),  (A, C, E, G). Ayr�ca tekrarlanan kümeler tercih edilmelidir bizim örneğimiz de
(EG), (D,F), (C,F), (B,G) ikişer defa komşu kodlanmas� istenen durum çiftleridir.
Şekil 9.12 verilen kodlaman�n seçimini ad�m ad�m inceleyelim. (ACEG) ve (ABDF)

kümelerinin diğer kümelerle ortakl�ğ� ayn� olduğundan rasgele bir tanesi (ACEG) yi
seçelim. Bu küme Şekil 9.12 teki Karnaugh diyagram�ndaki gibi komşu kodlan�rsa
Y1,Y2,Y3 bir sonraki durum fonksiyonlar�n�n her birinde birer 2. mertebeden küp görülür.
Bu küp Z ç�k�ş fonksiyonunda da , 3. kurala ilişkin kümeden  dolay�, görünecektir. Art�k
(ABDF) kümesindeki durumlar�n 2. Mertebeden bir alt küp olarak komşu kodlanmas�
mümkün değildir.
1. kuralda iki defa görülen (DF) çiftine, komşu kodlar Şekil 9.12 teki gibi verilsin.

Y1,Y2,Y3 bir sonraki durum fonksiyonlar�n�n her birinde ikişer tane 1. mertebeden alt küp
görülür. (DF) nin Karnaugh diyagram�ndaki yerleşiminden (AD) ve(CF) komşuluklar� da
sağlanm�ş olur. (AD) çifti 1. kural� sağlad�ğ�ndan  Y1,Y2,Y3 bir sonraki durum
fonksiyonlar�n�n her birinde birer tane 1.mertebeden alt küp görülür. (CF) çifti  ise 2. kural�
2 defa sağlad�ğ�ndan Y2,Y3 bir sonraki durum fonksiyonlar�n�n her birinde ikişer tane 1.
mertebeden alt küp görülür.
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Geriye B nin kodlanmas� kalmaktad�r. B Şekil 9.2 te verildiği gibi kodlans�n. (BG)
komşuluğu 2. kural� iki defa sağlad�ğ�ndan Y2,Y3 bir sonraki durum fonksiyonlar�n�n her
birinde ikişer tane 1. mertebeden alt küp görülür. Diğer taraftan (BD) çifti 1. kural�
sağlad�ğ�ndan Y1,Y2,Y3 bir sonraki durum fonksiyonlar�n�n her birinde 1. mertebeden birer
alt küp görülür. Şekil 9.2 te bütün sonuçlar gösterilmiştir.
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Şekil 9.12 Durum kodlamas� örneği
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BBÖÖLLÜÜMM  1100    YYAAZZMMAAÇÇLLAARR,,  SSAAYYIICCIILLAARR,,  BBEELLLLEEKKLLEERR

MSI (Medium Scale Intgrated) devreler birinci bölümde gördüğümüz kombinezonsal
olduklar� gibi ard�ş�l da olabilirler. Ard�ş�l MSI devrelerde yaln�z bellek elemanlar� olabildiği
gibi bellek ve kap� elemanlar� da olabilir. Ard�ş�l MSI devreler üç ana grupta
toplanabilirler: Yazmaçlar (Registers) say�c�lar (Counters) ve rastgele erişimli bellek, RAM
ler (Random Access Memory) Bu elamanlar�  ayr� ayr� inceleyeceğiz.

Yazmaçlar, her biri birer bitlik bilgi tutan bellek elemanlar� ile bilginin işlenmesini
denetleyen  kap� elemanlar�ndan oluşur.

Say�c�lar ard arda gelen saat darbeleriyle daha önce belirlenmiş durumlara s�ras�yla
geçen ard�ş�l devrelerdir. Say�c�lar�,  kap� elemanlar�yla durum geçişleri sağlanan bir
yazmaç gibi düşünmek mümkündür. Buna rağmen say�c�lar ayr� bir grup olarak
incelenecektir.

Rastgele erişimli bellekler ,RAM (Random Access Memory) ler, hem bellekteki bilginin
okunmas�n� (read) hem de belleğe bir bilginin yaz�lmas�n� (write) sağlarlar. Bunlara
okuyan ve yazan bellek elemanlar� da (read-write memory) denir.

Burada sözünü edeceğimiz bellek elemanlar� bilgisayar tasar�m�nda ve ard�ş�l devre
tasar�m�nda yayg�n bir biçimde kullan�l�rlar.

10.1 Yazmaçlar

En basit bir yazmaç devresi Şekil 10.1 de görüldüğü gibi yaln�zca dört D tipi bellek
elemanlar�ndan oluşur. Saat girişi geldiğinde girişteki dört bitlik bir bilgi belleğe yaz�lm�ş
olur ve bir sonraki saat darbesi gelene kadar bu bilgi saklan�r. Yazmaçlarda kullan�lan
bellek elemanlar� genellikle kenar tetiklemelidirler.

D

y

y D

y

y D

y

y D

y

y

I1 I2 I3 I1

y1 y2 y3 y4

CLK

Şekil 10.1 Dört bitlik basit bir yazmaç devresi

10.1.1 Paralel yüklemeli yazmaçlar

Paralel yükleme, bir saat darbesiyle giriş bilgisinin ç�k�şa aktar�lmas�d�r. Örneğin dört
bitlik bir bilgiyi, paralel yüklemeli bir yazmaçta bir saat darbesiyle, seri toplay�c�da ise
ancak dört saat darbesiyle yüklemek mümkündür.

Say�sal sistemlerde sistemin bir ana saati (master clock) vard�r ve bütün bellek
elemanlar�n�n saat girişine bağl�d�r. Oysa bazen belli bellek elemanlar�n�n belli
zamanlarda çal�şt�r�lmas� gereksinimi doğar. Bu nedenle ayr� bir kontrol girişi (load)
kullan�l�r. Şekil 10.2 de load girişli, RS bellek elemanl�, dört bitlik bir paralel yüklemeli
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yazmac�n lojik devresi verilmiştir. Load girişi saat darbe girişi ile VE lendirilip bellek
elemanlar�n�n saat girişlerine bağlanabilirdi. Say�sal sistemlerde saat girişlerinin doğrudan
bellek girişlerine bağlanmas� uygundur, çünkü aksi halde alt sistemlerin birbiriyle senkron
çal�şamama sorunu ç�kabilir. Load girişindeki, tümleyen almayan girişi ç�k�ş� ile ayn� olan
(noninverting buffer) kap�, ç�k�ş yelpazesi (fanout)ni artt�rmak içindir. Yani bu kap� 8 VE
kap�s�n�n girişine yeterli ak�m� sağlar.
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Q

Q

R

I3

S

Q

Q

R

I4

Load

Saat

Clear

y1

y2

y3

y4

Şekil 10.2 Paralel yüklemeli RS bellek elemanl� yazmaçn�n lojik devresi
Clear girişi, load girişi gibi, bir buffer kap�s�ndan bellek elemanlar�n�n girişine bağl�d�r

Giriş 0 olduğunda (bellek elemanlar�n�n girişinde ki küçük yuvarlak bunu göstermek
içindir)  yazmaçta 0000 bilgisi oluşur. Saat girişi bir tümleyen eleman� üzerinden bellek
elemanlar�na bağlanm�şt�r. Tümleyen eleman�, hem gerekli ç�k�ş yelpazesini (fanout)
artt�r�r hem de saat darbesinin düşen kenar�nda tetiklemeyi sağlar.
Şimdi Şekil  10. 3 te doğruluk tablosu verilen paralel yüklemeli  yazmac�n çal�şmas�n�n

inceleyelim.
clear Load Saat I1 I2 I3 I4 Y1 Y2 Y3 Y4

0 x x x x X x 0 0 0 0
1 0 x x x X x y1 y2 y3 y4

1 1 ↓ I1 I2 I3 I4 I1 I2 I3 I4
Şekil 10.3 Paralel yüklemeli yazmaçn�n doğruluk tablosu

Clear girişi, diğer bütün girişlerden bağ�ms�z olarak, ç�k�ş� s�f�rlamaktad�r. Clear 1 ve
load 0 iken ç�k�ş durumunu korumaktad�r. Bu işlem bütün VE kap�lar�n�n ç�k�şlar�n�
dolay�s�yla SR bellek elemanlar�n�n girişlerini 00 yapar, SR bellek eleman� tan�m�
uyar�nca da saat darbesi gelse bile ç�k�şlar değişmez. Clear ve Load  1 iken  saat
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darbesinin düşen kenar�nda ise paralel yükleme işlemi olur. Bütün bellek elemanlar�n�n
girişleri Si =Ii ve Ri =I' i bu durumda SR bellek eleman� tan�m� gereğince ç�k�şlar� Si = Ii  dir.

Yukar�da incelediğimiz paralel yüklemeli yazmaç SR bellek elemanlar�yla
gerçekleştirilmiştir, diğer bellek elemanlar�yla da paralel yüklemeli yazmaç
gerçekleştirmek mümkündür. Çeşitli firmalar�n kataloglar�nda paralel yüklemeli
yazmaçlar�n hem lojik devreleri hem de doğruluk tablolar� verilmiştir.

Paralel yüklemeli yazmaçlarla ard�ş�l devre tasar�m�:Paralel yüklemeli yazmaçlar�n
iyi bir uygulamas� ard�ş�l devre sentezidir. Daha önce gördüğümüz gibi ard�ş�l devreler
bellek ve kombinezonsal olmak üzere iki parçadan oluşuyordu. Bellek parças� yerine
yazmaçlar kullanarak ta sentez Şekil 10.4 te görüldüğü gibi de yap�labilir. Kombinezonsal
k�s�m, kap� elemanlar�ndan oluşturulabileceği gibi ROM larla da gerçekleştirilebilir.
Yazmac�n ç�k�şlar�,  saat darbesi öncesi için şimdiki  durum değişkenlerine;  saat darbesi
sonras� için  bir sonraki durum değişkenlerine karş� gelir ve kombinezonsal devre girişine
bağlanm�şt�r. Diğer girişler ise ard�ş�l devrenin bağ�ms�z girişleridir. Kombinezonsal
devrenin bir k�s�m ç�k�şlar�, bağ�ml� bir sonraki durum değişkenlerine karş� gelmektedir ve
bir geri besleme ile yazmac�n girişlerine bağlanm�şt�r. Diğer ç�k�şlar ard�ş�l devrenin
ç�k�şlar�d�r.

Bir MSI yazmaç devresinde 4 bellek eleman�n�n düşünürsek, böyle bir yazmaç ile 16
durumlu bir ard�ş�l devre  gerçeklenebilir.

Paralel
yüklemeli
yazmaç

Kombinezonsal
devrey0

1...y
0

r

1

Y1
1...Y

1
r

y1
1...y

1
r

2

şimdiki (bir sonraki)
durum değişkenleri

bir sonraki durum değişkenleri

giriş değişkenleri
ç�k�ş değişkenleri

Şekil 10.4 Paralel yüklemeli yazmaçl� ard�ş�l devrenin genel yap�s�

Beşinci bölümdeki dizi detektörünün yazmaç ile gerçekleştirilmesi Şekil 10.5 te
verilmiştir.
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YAZMAÇ

y1

y2

CLK

X

Z

Y1

Y2

Şekil 10.5 Dizi detektörünün paralel yüklemeli yazmaç ile gerçekleştirilmesi

10.1.2 Ötelemeli yazmaçlar

içerisindeki bilgiyi her saat darbesi geldiğinde, bir bit öteye kayd�ran  ve seri girişinden
de bir bitlik bilgiyi içine alabilen yazmaçlara ötelemeli yazmaçlar denir. En basit bir
ötelemeli yazmaç, ç�k�şlar� girişlerine kaskad bağl� D tipi bellek elemanlar�ndan oluşur
(Şekil 10.6). Bu devrede her bir saat darbesi geldiğinde bilgi soldan sağa doğru ötelenir.
Yazmac�n saat darbelerini kontrol eden ikinci bir giriş, load girişi, kullan�labilir. Bunun için
saat darbeleri ile load girişi VE eleman� üzerinden saat girişine bağlan�r. Load girişi
yazmac�n bit kapasitesi  kadar bir zaman aral�ğ�nda çal�şmas�n� sağlar. Seri bilgi kelime
(word) denilen ard arda bit gruplar�ndan oluşur. Kelimeler 4, 8, 16, 32 bit uzunluklar�nda
olabilirler. Örneğin  dört bitlik bir kelime uzunluğu olan yazmac�n kapasitesi dört bit yani
bir kelimedir. Her seferinde bir kelimelik bilginin ötelenmesi isteniyorsa load girişinin 1
olma uzunluğu, kelime zaman� (word time) . dört saat darbesini kapsayacak kadar
olmal�d�r (Şekil 10.6).

D1

y

y D1

y

y D1

y

y D1

y

y
seri giriş seri ç�k�ş

saat

load

kelime zaman�

saat

load

c

c



134

serigiriş D1 D2 D3 D4
başlang�ç 0 1 0 1 0
1.saat darbesi 1 0 1 0 1
2.saat darbesi 0 1 0 1 0
3.saat darbesi 1 0 1 0 1
4.saat darbesi 0 1 0 1 0

Şekil 10.6 Ötelemeli kaydedici

Bir kelime zaman�nda saat darbeleri ve giriş ç�k�şlarda gözlenen işaretler Şekil 10.6 da
verilmiştir.

Bilgisayarlarda bilgi seri, Paralel veya ikisinin de olduğu biçimlerde işlenebilir. Seri
işlemede her bir saat darbesiyle bir bit işlenirken, paralel işlemede her bir saat darbesiyle
bir kelimelik bilgi işlenir. Genellikle bilgisayarlarda paralel işleme söz konusudur. Uzağa
bilginin gönderilmesinde ise bilgi, transmisyon ortam�n�n maliyetini azaltmak için,
genellikle seri gönderilir.

Çift yönlü seri ve paralel yüklemeli ötelemeli kaydediciler
Bundan önce söz ettiğimiz yazmaçlarda bütün kontrol girişleri birlikte yoktu. Şimdi

inceleyeceğimiz de ise sağa, sola öteleme ve paralel yükleme kontrol girişleri olacak.
Yazmaçlar sağa sola kayd�rma ve paralel yükleme kontrol girişleriyle çok amaçl� olarak
kullan�labilirler. Örneğin verinin seriden paralele veya paralelden seriye dönüştürülmesi
mümkündür. Şekil 10.7 de dört farkl� çal�şma modu olan 74194 tipi bir yazmac�n lojik
devresi verilmiştir.
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Şekil 10.7 Kayd�rmal� ve paralel yüklemeli yazmaç lojik devresi

Yazmac�n s0, s1 girişleriyle kontrol edilen dört çal�şma modu vard�r:
s0s1 = 00  ise ç�k�şta hiçbir değişiklik olmaz,
s0s1 = 01 ise ç�k�ş sağa ötelenir ve sağa öteleme girişindeki bit A4 te görülürken A1 deki

bit kaybolur,
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s0s1 = 10 ise  ç�k�ş sola ötelenir ve sola öteleme girişindeki bit A1 de görülürken A4 teki
bit kaybolur,

s0s1 = 11 ise paralel girişler ç�k�şta görülür.
Bu dört çal�şma modunu 4X1 lik MUX lar�n kontrol girişleriyle sağlamak mümkündür.

MUX'lar�n 0 girişleri bağl� olduklar� bellek elemanlar�n�n girişlerine bağl�d�r, yani 00
modunda ç�k�şlar değişmez. MUX'lar�n 1 girişlerine bir soldaki bellek elemanlar�n�n
ç�k�şlar�, sağa ötelemeyi sağlamak üzere bağlanm�şt�r. MUX'lar�n 2 girişlerine ise bir
sağdaki bellek elemanlar�n�n ç�k�şlar�, sola ötelemeyi sağlamak için bağlanm�şt�r. Nihayet
MUX'lar�n 3 girişlerine paralel girişler bağlanm�şt�r, öyle ki saat darbesi geldiğin de bu
paralel girişler ç�k�şta görülürler.

Böyle bir yazmaçta seri girişlere gelecek 4 bitlik kelimeler dört saat darbesiyle ç�k�şta
paralel olarak görülürler veya ç�k�ştaki 4 bitlik paralel veri üç saat darbesiyle A1 veya A4

ten seri olarak al�nabilir.
Bir uygulama olarak yazmaçlar�, daha önce gördüğümüz (Şekil 7.7) seri toplay�c�n�n

giriş ve ç�k�ş verisini toplamada kullanal�m. Toplanacak say�lar dört kelime uzunluklu
olsun ve birer yazmaçta  tutulsunlar. A ve B Yazmaçlar�na toplanacak say�lar  paralel
girilebilir. Ç�k�ştaki toplam say�y� da kulland�ğ�m�z A yazmaçs�na seri olarak kaydedelim.
Bu durumda ç�k�ş�n yaz�ld�ğ� A yazmac�n�n,  üzerindeki toplanacak say� silinmiş olur.
Lojik devre Şekil 10.8 de verilmiştir.
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Şekil 10.8 Kaydedicili seri toplay�c�

Paralel yükleme modunda toplayacağ�m�z dört bitlik A ve B say�lar�n�n A ve B
yazmaçlar�na yüklediğimizi varsayal�m. SR belek eleman�n�n başlang�ç durumu 0 olsun A
ve B say�lar�n�n en az ağ�rl�kl� bitlerinin toplam� z ç�k�ş�nda ve dolay�s�yla A yazmac�n�n
seri girişinde görülecektir. Yazmaçlar öteleme modunda iken, saat darbesi geldiğinde, en
az ağ�rl�kl� bitlerin toplam�  A yazmaç�n�n en sol bitine girer. A ve B say�lar�n�n ikinci
ağ�rl�kl� bitleri ise seri toplay�c�n�n girişlerine de gelir. En az ağ�rl�kl� bitlerden gelen elde
ise SR bellek eleman�n�n ç�k�ş� y de olacakt�r. Böylece z ç�k�ş�, ikinci bitler ile birinci
bitlerin eldesinin toplam� olur ve A yazmac�n�n seri girişine gelir. Bu işlem dört saat
darbesi boyunca devam ettiğinde A ve B say�lar�n�n toplam� A yazmac�nda görülür. Bu
arada B yazmac�na üçüncü bir say� girilmiş olsun. Bu halde A + B nin üçüncü say� ile
toplam�, yeni bir dört saat darbelik sürede, A yazmac�nda elde edilebilir.
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10.2 Say�c�lar  (Counters)

MSI say�c�lar iki ana grupta toplanabilir: asenkron  say�c�lar (ripple counters) ve
senkron say�c�lar. Asenkron say�c�larda birinci bellek eleman� hariç diğer bellek
elemanlar�n�n saat girişleri diğer bellek elemanlar�n�n ç�k�şlar�ndan beslenir. Senkron
say�c�larda ise say�c�daki bütün bellek elemanlar�n�n saat girişleri ayn� bir saat
kaynağ�ndan doğrudan beslenir. Asenkron say�c�larda bellek elemanlar�n�n durum
değişimi diğer bellek elemanlar�n�n durum değişimiyle ancak mümkün olur. Senkron
say�c�larda bütün bellek elemanlar�n�n durum değişimi ayn� anda olur.

Sayma biçimi olarak say�c�lar ikili (binary) ve onlu (binary coded decimal BCD)
olarak iki türlüdür. ikili say�c�larda sayma iki taban�ndad�r ve  durum say�s� kadar sayma
işlemi, ardarda saat darbeleriyle yap�l�r. Örneğin 16 say�c�s�, 16 durumlu olup 0 dan 15 e
kadar sayar sonra tekrar 0 a gelir. ikili kodlu onlu BCD say�c�larda ise say�c� iki taban�nda
0 dan 9 a kadar iki taban�nda her bir saat darbesi geldiğinde sayma yapar, 9 dan sonra 0
a dönüşür. Bu iki türü hem asenkron hem de senkron say�c�larda göreceğiz.

10.2.1 İkili Asenkron Say�c�lar (Binary ripple counter)

Genellikle Bir MSI say�c� içinde  dört bellek eleman� bulunur. ikili asenkron say�c�larda
ise T ve JK tipi bellek elemanlar� vard�r. ikili asenkron bir MSI say�c�n�n lojik devresi Şekil
10.9 da verilmiştir. Sayma işlemi yapt�ran darbeler en az ağ�rl�kl� biti temsil eden bellek
eleman�n�n girişine bağlanm�şt�r. Birinci bellek eleman�n�n ç�k�ş� ikinci bellek eleman�n�n
saat girişine girer. Bütün bellek elemanlar�n�n girişleri 1 (Eğer JK kullan�l�yorsa J=1, K=1;
T bellek eleman� kullan�l�yorsa T=1) de tutulur. Bilindiği gibi bu girişler alt�nda JK ve T
bellek elemanlar� bulunduklar� durumlar�n z�tlar�na dönüşürler (toggle). Bu yap� üçüncü ve
dördüncü bellek elemanlar�nda tekrarlan�r. Saat girişlerindeki yuvarlak çember, saat
işaretinin düşen kenar�nda tetiklemenin olduğunu gösterir.

J

y

y

K

1

1

J

y

y

K

1

1

J

y

y

K

1

1

J

y

y

K

1

1

A1A2A3A4

sayma darbeleri

Şekil 10.9 Asenkron ikili bir say�c� devresi

Başlang�ç durumunda A1 A2 A3 A4 ç�k�şlar�n�n hepsi 0 olsun. Birinci bellek eleman�n�n
saat girişine gelen darbenin düşen kenar�nda J = K = 1 olduğundan A1 ç�k�ş� 0→ 1 e
geçer. Bu geçiş ikinci bellek eleman�na etki etmez, çünkü 1→ 0 geçişi gereklidir. Bundan
dolay�  A2 A3 A4 ç�k�şlar� değişmez. ikinci saat darbesinin düşen kenar�nda ise A1 ç�k�ş� J
= K = 1 olduğundan1→ 0 e geçerken ikinci bellek eleman� tetiklenir ve A2 ç�k�ş� 0→ 1 e
geçer. Üçüncü bellek eleman� etkilenmemiştir. A1A2A3A4= 0010 olup on taban�ndaki 2 dir.
Üçüncü saat darbesinin düşen kenar�nda A1 ç�k�ş� 0→ 1 e geçer, ikinci üçüncü ve
dördüncü belek elemanlar� etkilenmez. A1A2A3A4= 0011 olup on taban�ndaki 3 dür.
Dördüncü sayma saat darbesinin düşen kenar�nda iki ve üçüncü  bellek elemanlar�
etkilenir çünkü A1 ç�k�ş� J = K = 1 olduğundan1→ 0 e geçerken ikinci bellek eleman�
tetiklenir ve A2 ç�k�ş� 1→ 0 e geçer. Üçüncü bellek eleman� etkilenir ve A3 ç�k�ş� 0→ 1 e
geçer. A1A2A3A4= 0100 olup on taban�ndaki 4 dür. Bu işleme devam edildiğinde görülür ki
bir bellek eleman�n 0→ 1 geçişi, ancak kendinden önceki bellek elemanlar�n�n tümünün 1
olmas� halinde mümkündür, zaten iki taban�nda saymada böyle olmaktad�r. A1A2A3A4 =
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1111 yani 15 olduktan sonra 16. sayma darbesinin düşen kenar�nda A1A2A3A4= 0000
olur. A4 ç�k�ş�, J = K = 1 olduğundan, 1→ 0 e geçerken bir sonraki MSI say�c�n�n birinci
bellek eleman�n�  tetikleyerek,  sayman�n daha büyük say�lara devam ettirilmesini sağlar.

Yukar�da anlatt�ğ�m�z say�c�n�n geriye saymas� isteniyorsa
i.Yükselen kenarda tetiklenen bellek elemanlar� kullanmak,
ii. Bellek elemanlar�n�n tümleyen ç�k�şlar�n� say�c� ç�k�ş� almak,
iii. Ç�k�şlar� Q lardan almak fakat 2,3,ve 4. bellek elemanlar�n�n saat girişlerini bir önceki

bellek elemanlar�n�n Q' ç�k�şlar�ndan beslemek,
yeterli olur.
Bu üç yolu, ilgili lojik devreleri analiz ederek, deneyebilirsiniz.

10.2.2 İkili kodlanm�ş onlu asenkron say�c� (BCD binary coded decimal ripple counter)

Asenkron say�c�lar�n sentezi için ad�m ad�m takip edilebilecek genelleştirilmiş bir
yöntem yoktur. Senkron say�c�larda ise daha önce ad�m ad�m verdiğimiz  ard�ş�l devre
sentezi yöntemi kullan�labilir. Asenkron say�c�lar sezgisel olarak sentezi yap�ld�ğ�ndan,
ikili kodlanm�ş asenkron say�c�n�n önce lojik devresini vereceğiz sonra istenen işi yap�p
yapmad�ğ�n� analiz edeceğiz. ikili kodlanm�ş asenkron say�c�n�n durum diyagram� Şekil
10.10 da verilmiştir.

0000

0001

0010

0011

0100
0101

0110

0111

1000

1001

Şekil 10.10 ikili kodlamal� decimal asenkron say�c�

Şekil 10.10 da durum diyagram� verilen ikili kodlamal� onlu asenkron say�c�n�n lojik
devresi ve zaman diyagram� s�ras�yla Şekil 10.11 ve Şekil 10.12 de verilmiştir.
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y

y

K1

1

1

J2

y

y

K2 1

J3

y

y

K3

1

1

J4

y

y

K4

1

A1A2A3
A4

sayma darbeleri

Şekil 10.11 ikili kodlanm�ş decimal asenkron say�c�n�n lojik devresi
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

A1

saat

∆ t1
∆ t1

∆ t1+∆ t4J2

∆ t1+∆ t2A2

A3

∆ t1+∆ t2+∆ t3

∆ t1+∆ t2+∆ tmJ4

A4

∆ t1+∆ t2

0 1 0 0 0 0 01 1 1 1 1

1

0 0

1

1 1 1 10 0 0 0

0 0 0 0 1 1 11 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

0

0

0

0

0

0

0 1 32 4 5 6 7 8 9 0

A'4

Şekil 10.12 ikili kodlanm�ş decimal asenkron say�c�n�n zaman diyagram�

Saat darbelerinin düşen kenarlar� ile 1., 2., 3. ve 4. bellek elemanlar�n�n ç�k�şlar�
aras�ndaki gecikme  s�ras�yla  ∆ t1, ∆ t2, ∆ t3, ∆ t4 olsun. VE kap�s�n�n giriş ç�k�ş gecikmesi
ise ∆ tm olsun.

Saat darbesinin düşen kenar�na  göre  A1 deki değişimin gecikmesi ∆ t1  dir.
Saat darbesinin düşen kenar�na  göre  J2 deki değişimin gecikmesi  ∆ t1+ ∆ t4  dir.
Saat darbesinin düşen kenar�na  göre A2 ün tetiklenme an� ∆ t1, A2 deki değişimin

gecikmesi  ise ∆ t1+ ∆ t2  dir.
Saat darbesinin düşen kenar�na  göre A3 ün tetiklenme an� ∆ t1+ ∆ t2, A3 deki değişimin

gecikmesi  ise ∆ t1+ ∆ t2 + ∆ t3 dir.
Saat darbesinin düşen kenar�na  göre J4 teki değişimin gecikmesi  ise ∆ t1+ ∆ t2 + ∆ tm d�r.
Saat darbesinin düşen kenar�na  göre A4 ün tetiklenme an� ∆ t1, A4 deki değişimin

gecikmesi  ise ∆ t1+ ∆ t2 dir.
Buna göre Şekil 10.12 de görüldüğü gibi 9 dan sonra 0 olarak sayma yap�lmaktad�r.
Yukar�da anlat�lan say�c�lar yan yana kaskad bağlanarak daha yüksek dijitlere kadar

sayma işlemi yap�labilir. Şekil 10.13 te Üç tane kaskad bağl� say�c� ile 000 dan 999 e
kadar saymak mümkün olur . En az ağ�rl�kl� say�c�ya 10 darbe geldiğinde bir sonraki dijitin
en az ağ�rl�kl� biti 1 olur, ilk iki say�c� 99 gösterirken 100 cü darbe geldiğinde de üçüncü
say�c�n�n en az ağ�rl�kl� biti 1 olur ve böyle devam ederek 999 a kadar sayma mümkün
olur.
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BCD
say�c�

A4 A3 A2 A1

3. dijit

BCD
say�c�

A4 A3 A2 A1

2. dijit

BCD
say�c�

A4 A3 A2 A1

1. dijit

sayma
darbeleri

Şekil 10.13 Kaskad bağl� üç dijit li bir say�c�

10.2.3 İkili senkron say�c�lar

Senkron say�c�larda saat darbeleri, bütün bellek elemanlar�n�n saat girişlerine ayn�
anda gelirler. Bu nedenle sentezi klasik ard�ş�l devre sentezi gibi yap�labilir. ikili
say�c�larda sayma her hangi bir bellek eleman�n�n, kendinden önceki bellek elemanlar�n�n
hepsi 1 iken, konum değiştirmesi esas�na dayanmaktad�r. Bu özelliği kullanarak Şekil
10.14 te görüldüğü gibi hücresel yap�da sentez kolayca yap�labilir. Sayma enable 0 iken
T=0 olacağ�ndan sayma işlemi saat darbeleri gelse bile yap�lmaz. Sayma enable 1 iken
bir bellek eleman�n durum değiştirmesi, ancak kendinden önceki bellek elemanlar�n 1
durumunda olmas� VE kap�lar�yla sağland�ğ�nda, mümkündür. Aksi halde bu bellek
eleman�n�n girişi T=0 olacağ�ndan durumunu değiştirmez. Bellek eleman� olarak her ne
kadar T seçilmişse de JK bellek elemanlar�yla da ayn� devre gerçekleştirilebilir, öyle ki VE
kap�lar� ç�k�şlar� J ve K girişlerine bağlans�n. Bilindiği gibi JK bellek eleman�n 00 ve 11
girişleri için davran�ş� T bellek eleman�n�n 0 ve 1 girişleri için olan davran�ş�yla ayn�d�r.
Saat girişi yükselen veya düşen kenar�n her hangi birinde tetiklenebilir, asenkron
say�c�larda olduğu gibi düşen kenarda tetiklenme zorunluluğu yoktur.

T

y

y

A1

T

y

y

A2

T

y

y
T

y

y

A4 A3

clk

sayma
enable

bir sonraki
say�c�

Şekil 10.14 ikili senkron say�c�n�n lojik devresi

ileri say�c� gibi geriye sayan say�c�lar�n yap�s� birbirine benzerdir. Geriye say�c�da bir
bellek eleman�n�n durum değiştirmesi, kendinden önceki bütün bellek elemanlar�n�n 0
olmas� esas�na dayanmaktad�r. Örneğin 0100 durumunda olan say�c�n�n geriye saymas�
halinde A3, A2, A1 bellek elemanlar�n�n durum değiştirmesi gerekir ki buda 0011 sonucunu
verir. Yani geriye sayma yap�lmaktad�r. Geriye saymada bellek elemanlar�n� girişlerindeki
VE kap�lar�, bir önceki bellek elemanlar�n�n Q ç�k�şlar� yerine Q' ç�k�şlar�yla beslenir.

Hem ileri hem de geri sayma işlemini yapan bir senkron say�c� lojik devresi Şekil 10.15
te verilmiştir. Ayn� devre VEYA kap� ç�k�şlar�n�, JK bellek elemanlar� yerine, T bellek
elemanlar�n�n girişlerine bağlayarak ta gerçekleştirilebilir. ileri ve geri sayma girişleri
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birlikte 0 ise say�c� durumunu korur. İleri ve geri sayma girişleri s�ras�yla 1,0 ise say�c� ileri
sayar; girişler s�ras�yla 0,1 ise say�c� geriye sayar.

J

yy

K J

yy

K

A4 A3

J

yy

K J

yy

K

A2 A1

Geri sayma

İleri sayma

CLK

İleri saymaBir sonraki
say�c�

Şekil 10.15 ileri geri sayabilen senkron say�c� lojik devresi

10.2.4 Paralel yüklemeli ikili senkron say�c�lar

ikili kodlanm�ş desimal senkron say�c�lar�n lojik devreleri, daha önce gördüğümüz ard�ş�l
devre sentezi yöntemiyle kolayca yap�labilir. Bu nedenle burada ayr�ca
incelenmeyecektir. Uygulamada kullan�lan MSI senkron say�c�lar�n, paralel yükleme
özelliğiyle, istenen say�dan başlayarak istenen say�ya kadar saymalar� kolayca
gerçeklenebilir.

Sayma, load (yükleme), clear ve saat olmak üzere dört kontrol, dört bitlik paralel giriş,
dört bitlik say� ç�k�ş�, ve bir bitlik elde ç�k�ş� olan 74161 benzeri bir senkron say�c� devresi
Şekil 10.17 de verilmiştir. Kontrol girişlerine göre devrenin davran�ş�na ilişkin doğruluk
tablosu aşağ�daki gibidir:

Clear saat load sayma ç�k�ş
0 X X X hepsi 0
1 X 0 0 değişiklik yok
1 ↓ 1 X paralel yükleme
1 ↓ 0 1 sayma
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Clear 0 iken diğer kontrol girişleri ve paralel girişler ne olursa olsun, ç�k�ş dört bitte de 0
d�r. Load ve sayma 0 ise ç�k�şta hiçbir değişme gözlenmez, çünkü bellek elemanlar�n�n
JK girişleri 00 olmuştur. Clear ve load 1 iken saat darbesinin yükselen kenar�nda, J = A, K
= A'  olduğundan, ç�k�şlarda A olacak , yani paralel girişler aynen ç�k�şta görülecektir.
Clear 1ve load 0 ve sayma 1 iken, bellek elemanlar�n�n JK girişleri 11 olacak yani sayma
yap�lacakt�r.

Bir sonraki
say�c�

J

Q

Q

K

J

Q

Q

K

J

Q

Q

K

J

Q

Q

K

Enable

Load

I1

I2

A1

I4

Clear

Saat

A2

A3

A4

Şekil 10.16 Paralel yüklemeli senkron say�c�n�n lojik devresi

Yukar�da lojik diyagram� verilen MIS say�c� ile istenen s�rada sayma işlemi yapmak
mümkündür. Örneğin  modulo N say�c�lar yani 0 dan N-1 e kadar sayan, N inci darbe
geldiğinde ise tekrar 0 konumuna dönen say�c�lar tasarlanabilir. Dört bitlik bir Modulo 16
say�c� 0 dan 15 e kadar sayar 16. darbe geldiğinde 0 a dönüp yeni gelecek darbelerle
saymaya devam eder. Daha da genelleştirilerek, istenen bir say�dan başlayarak N-1
darbe ile sayma işleri yap�p N. darbe ile başlang�ç say�s�na dönen modulo-N say�c�lar da
tasarlanabilir. Şekil 10.17 da s�ras�yla 0-7, alternatif 0-7, 8-15 ve 3-10 sayan modulo-8
say�c�lar�n lojik devreleri verilmiştir. Şekil 10.17 a  da 0-7 sayan say�c�da 7 den sonra 0 a
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dönüş load girişiyle, paralel girişler üzerinden sağlanm�şt�r. Şekil 10.17 b de ise ayn�
say�c�n�n 7 den 0 a dönüşü clear girişi ile paralel yükleme kullan�lmaks�z�n sağlanm�şt�r.
Şekil 10.17 c deki 8-15 say�c�da 15 ten 0 a geçiş, son var�lan say� dört bit için maksimum
olan 15 olduğundan, elde ç�k�ş�n�n load girişine bağlanmas� ve 8 in paralel yüklenmesiyle
sağlanm�şt�r. Şekil 10.17 d deki 3-10 say�c�da 10 dan 3 e geçiş, ç�k�şta var�lmas� istenen
say� 8 ulaş�ld�ğ�nda, load girişi uyar�larak 3 başlang�c�n�n paralel yüklenmesiyle
sağlanm�şt�r. Paralel yüklemeli ikili kodlanm�ş onlu 0-9 sayan incelediğimiz say�c�larla
tasarlayabilirsiniz.

Şekil 10.17 Çeşitli Modulo say�c�lar�n senkron say�c�larla gerçekleştirilmesi

Yukar�da incelediğimiz senkron say�c� genel olarak ard�ş�l devre sentezinde de bir
alternatif olarak kullan�labilir. Öyle ki ard arda gelmeyen durumlar paralel girişlerde
oluşturulacak bir sonraki durum fonksiyonlar� ve load girişleriyle sağlanabilir. Ard arda
gelen durumlar ise sayma komutu ile sağlanabilir.

10.3 Say�c�lar�n uygulamas� olarak, zamanlama dizileri üreten devreler

Zaman dizileri özellikle seri çal�şan say�sal sistemlerde, bir kelime uzunluğunca
çal�şmay� sağlayan darbeler olabilirler. Ayr�ca say�sal sistemlerde genel olarak görülen
zaman dizileri vard�r. Say�sal sistemlerdeki alt devrelerin veya elemanlar�n�n çal�şma
aral�klar�n� kontrol eden kontrol birimleri vard�r. Bu birimler ana saatin ürettiği darbelerin
belli zaman aral�klar�nda belli alt devrelerde etkin olmas�n� sağlarlar. Böylece bir işleve
ilişkin işlemler, belli s�rada belli alt devrelerin çal�şmas�yla tamamlanm�ş olur. Kontrol

Senkron paralel
yüklmeli say�c�

A4 A3 A2 A1

Clear=1

Sayma=1

Load
CLK I4 I3 I2 I1

a)  0-7 say�c�

Senkron paralel
yüklmeli say�c�

A4 A3 A2 A1

Load=
0

Sayma=1

Clear
CLK I4 I3 I2 I1

b)  Alternatif 0-7 say�c�

Senkron paralel
yüklmeli say�c�

A4 A3 A2 A1

Clear=1

Sayma=1

Load
CLK I4 I3 I2 I1

c)  8-15 say�c�

Senkron paralel
yüklmeli say�c�

A4 A3 A2 A1

Sayma=1

CLK I4 I3 I2 I1

d)  3-10 say�c�
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1 0 0 0

Clear=1

Load

0 0 1 1
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biriminin işlevini yerine getirebilmesi için yazmaçlar veya say�c�lar kullan�labilir. Önce seri
çal�şan sistemlere ilişkin kelime-zaman� darbesini üreten devreyi inceleyeceğiz. Sonra
seri veya paralel çal�şan sistemlerde, sözünü ettiğimiz kontrol işlevinin yap�lmas� için
gerekli olan zaman dizilerini üreten devreleri inceleyeceğiz.

10.3.1 Kelime-zaman� darbesinin üretilmesi

 Kelime zaman�n�n ne olduğunu ötelemeli yazmaçlar� da tan�tm�şt�k. Kelime zaman
uzunluklu bir darbenin oluşturulabilmesi için bir başlama işareti geldikten sonra otomatik
olarak üretilebilmeli . Şekil 10.18 de 8 bitlik kelime uzunluklu bir darbe üreten devrenin, bir
say�c�, bir belek eleman� ve bir VE kap�s�  kullan�larak nas�l gerçekleştirildiği gösterilmiştir.
Başlang�çta say�c� 000, R girişi 0 ve başlama işareti 1 iken ilk saat darbesi geldiğinde,
bellek eleman�n ç�k�ş� 1 olur ve say�c� uyar�l�r  sayma işlemi başlar. 8. saat darbesine
kadar S = R = 0 olacağ�ndan bellek eleman�n ç�k�ş� 1 de kal�r. 8. saat darbesi geldiğinde
say�c� 111 olacağ�ndan R = 1 olur, S = 0 olduğundan bellek ç�k�ş� 0 olacak, sayma
duracakt�r. Bellek eleman�n�n ç�k�ş� 8 saat darbelik süre içinde 1 olarak istenen kelime
zaman�n� verir. ilgili zaman diyagramlar� şeklin alt�nda verilmiştir.

S

Q

Q

R

Say�c�

Saat
Başlama işareti

Sayma

Kelime
zaman�darbesi

1 2 3 4 5 6 7 8

saat

Başlama işareti

VE kap�s� ç�k�ş�

Kelime zaman�

Bellek eleman� ç�k�ş�

S

R

Q

Şekil 10.18 Seri çal�şan say�sal sistemlerde 8 bitlik kelime zamanl� darbe üretimi

10.3.2 Say�sal sistemlerde zaman işaretleri

Paralel çal�şan sistemlerde seri sistemlerde olduğu gibi kelime zaman� devresi üretmek
gibi bir sorun olmaz. Çünkü her saat darbesi bir kelimelik bilgiyi ayn� anda işleyecektir.
Ama her iki sistemde de yap�lacak işleme bağl� olarak alt sistemlerin çal�şmas�n� kontrol
eden zaman işaretlerine (timing signal) gereksinim vard�r. Bu amaçla Şekil 10.19 da
verilen yazmaçl� veya say�c�l� devreler kullan�labilir.

Yazmaç devrenin  başlang�ç durumu 0001, 0010, 0100, 1000 durumlar�ndan biri olsun.
Her bir saat darbesi geldiğinde yazmaçtaki bilgi bir sağa öteleneceği yerde,  son bit seri
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girişe bağl� olduğundan bu işlem dairesel (ring counter) olarak devam edecektir.
Yazmac�n ç�k�şlar�, biri d�ş�nda 0 olur. Yazmac�n  her bir ç�k�ş�n�n bir alt devreyi kontrol
ettiğini düşündüğümüzde, görülür ki bir alt devre çal�ş�rken diğerleri çal�şmayacakt�r. Bu
çözümde 0000 durumu hiç gözlenmeyecektir, ancak ek devrelerle bu sağlanabilir.

Dört bitlik bir yazmac� kullanarak gerçekleştirdiğimiz bu devrenin işlevini, iki bitlik bir
say�c� ve 2X4 lük bir kod çözücü (dekoder) ile de gerçekleyebiliriz. Kod çözücü,
say�c�daki say�ya bağl� olarak, yaln�zca bir ç�k�ş�nda 1 diğer ç�k�şlar�nda 0 verir. Her iki
devreye ilişkin ç�k�şlar�n zaman diyagramlar� şekilde gösterilmiştir.

Şekil 10.19 4 bitlik zaman dizileri üreten devreler ve zaman diyagramlar�

Seri giriş

A1 A2 A3 A4

Ç�k�şlarÇ�k�şlar

Yaz�c�

4 lü Yaz�c�l� zaman işaretiüreticisi

Sayma

A1 A2 A3 A4

Ç�k�şlarÇ�k�şlar

2x4 dekoder

2-bitlik  say�c�

4 lü Yaz�c�l� zaman işaretiüreticisi

A1

A2

A3

A4

A4

Saat

4 lü zaman işareti
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2
n
 alt devre için kontrol girişleri ( zaman işaretleri) üretmek istensin. Yukar�da verilen  iki

devrenin eleman gereksinimlerini genel olarak şöyle özetleyebiliriz:

1. 2
n
 bitlik bir ötelemeli yazmaç

2.  n-bitlik bir say�c� ile nx2
n lik bir kod çözücüye ( n girişli 2

n
 tane VE kap�s�)

gereksinim vard�r.
Kontrol edilecek alt devre say�s� artt�ğ�nda karmaş�kl�k h�zla artmaktad�r. Bu nedenle

daha az elemanla bu işlevi yerine getirebilecek Johnson say�c�lar kullan�l�r.

10.3.3 Johnson say�c�lar ve 8 li zaman işareti üreteçleri

Şekil 10.20 de bir Johnson say�c� devresi verilmiştir. iki k�s�mdan oluşmaktad�r: say�c�
ve bu say�c�dan zaman işareti üreten kod çözücü. Say�c� ç�k�şlar� öyledir ki ardarda gelen
saat darbeleri sonucunda elde edilen ç�k�şlarda yaln�zca bir değişken değişmekte
diğerleri değişmemektedir. ilk yazmaçl� devreden farkl� olarak burada başlang�ç durumu
0000 al�nm�ş ve 4. bitin tümleyen ç�k�ş� seri girişe bağlanm�şt�r. Başlang�ç ve ardarda
gelen sekiz darbenin ilk üçünde A4  ç�k�ş� 0 diğer dördünde ise 1 dir. Diğer bellek
elemanlar�n�n ç�k�şlar� bir sonrakine bağl�d�r. Bu say�c�y� bildiğimiz sentez yöntemi ile de
gerçekleştirebilirdik.

Şekil 10.20 Johnson say�c� devresi ile 8 bitlik kelime-zaman darbesi üretilmesi

Ç�k�şta ki kod çözücü; say�c� ç�k�ş� bağ�ms�z girişler, ç�k�şlar� da zaman işaretleri olan
kombinezonsal devreler düşünülerek gerçekleştirilebilir. 8 VE kap�s�n�n ç�k�şlar�ndan
yaln�z 1 tanesi 1 iken diğer hepsi 0 d�r. O nedenle  8 alt devreyi ayr� ayr� kontrol etmek
mümkündür.

D

Q

Q

D

Q

Q

D

Q

Q

D

Q

Q

A1

A'1A'4

A1A'2

A2A'3

A3A'4

A1A4

A'1A2

A'2A3

A'3A4

saat
Bellek

ç�k�şlar�
Dizi

say�s�

0000

1000

1100

1110

1111

0111

0011

0001

1

2

3

4

5

6

7

8

A2

A3

A4
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Görüldüğü gibi Johnson say�c�da 4 bellek ve iki-girişli8 VE kap�s�yla yap�lan zamanlama
devresi, yazmaç ile yap�lsayd� 8 bellek eleman�, say�c�yla yap�lsayd� 3 bellek eleman� ve
üç girişli 8 VE kap�s� gerekecekti.

10.4 Bellek birimi

Bir sisteme ilişkin bellek birimi, belli uzunluktaki (kelime uzunluğu) verinin belli adreslere
(belli yazmaçlara) kaydedilmesi veya daha önce kaydedilmiş verinin okunmas� işlevini
görürler. Bellek elemanlar� mağnetik core, disk veya ard�ş�l devre olarak oluşturulabilirler.
Biz burada ard�ş�l olan, okuma yazmal� bellek (Read write memory), rastgele erişimli
bellek, RAM (Random Access Memory) , bellek birimini inceleyeceğiz.

Uygulamada kullan�lan bellek birimleri 8 den 64 bite kadar çeşitli kelime uzunluklar�
olan binlerce veriyi saklayabilme özelliğine sahiptirler. Burada önce bir hücre tan�tacağ�z,
sonra göstereceğiz ki bu hücrelerin uygun bağlanmas�yla istenilen kapasitede bellek
birimleri oluşturulabilir.

ikili hücre (binary cell): Şekil 10.21 de verildiği gibi üç girişli bir ç�k�şl� bir ard�ş�l
devredir. Girişler giriş (input), oku-yaz (read-write) ve seç (select) tir. Giriş belleğe
yaz�lacak veya bellekten okunacak bir bitlik veridir. Oku-yaz ald�ğ� 0 veya 1 değerine göre
belekten okumam� yoksa belleğe yazmam� yap�lacağ�n� belirler. Seç ise bu ikili hücredeki
bir bitlik veriye ilişkin, bir işlem yap�l�p yap�lmayacağ�n� belirler. Yazma yap�l�rken girişteki
bir bitlik bilgi belleğe, Q ya aktar�l�r. Okuma yap�l�rken ise Q belleğindeki bir bitlik bilgi
ç�k�şa aktar�l�r. Bu ikili hücreye için giriş ç�k�ş ilişkisi aşağ�daki tabloda özetlenmiştir. Q

şimdiki durumu, Q+ bir sonraki durumu, I ise girişteki veriyi  göstermektedir.

Seç Oku / yaz Giriş Q+ Ç�k�ş

0 x x q 0
1 0 (yaz) I I 0
1 1(oku) I Q Q

S

Q

Q

RGiriş

Oku/yaz

Ç�k�ş

Seç

BC

Seç

BC(Binary cell)
İkili hücre

Giriş

Oku/yaz

Şekil 10.21 Bir ikili hücrenin lojik devresi ve blok diyagram�

Şekil 10.22 de dört farkl� adreste, üç bitlik dört kelime bulunduran bir bellek birimi
verilmiştir. 2X4 lük kod çözücü girişindeki iki değişkenin ald�ğ� değere göre yaln�zca bir
ç�k�ş� 1 olur. Bu ç�k�ş, üç bitlik bir kelime oluşturan üç ikili hücrenin, seç girişlerine
bağlanm�şt�r. Oku /yaz girişi (0) ile Kod çözücünün hangi ç�k�ş�ndaki kelime uyar�lm�şsa,
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o kelimeyi oluşturan ikili hücrelere giriş verisi aktar�l�r. Oku/Yaz girişi (1) ile ise Kod
çözücünün hangi ç�k�ş�ndaki kelime uyar�lm�şsa, o kelimeyi oluşturan ikili hücrelerdeki
veri, ç�k�ş verisi olarak d�şar� aktar�l�r.

Burada her bir adresinde üç bitlik veri bulunan dört adresli bir bellek birimi incelendi.
Ayn� ak�l yürütme ile istenilen adres ve kelime uzunluklu bellek birimleri oluşturulabilir.
Uygulamada kullan�lan bellek birimleri, genellikle binlerce adresi olan ve her bir adresinde
8, 16, 32, 64 kelime uzunluklu veri olabilen, MSI elemanlard�r.

Şekil 10.22 MSI bellek biriminin lojik devresi

BC

BC

BC

BC

BC

BC

BC

BC

BC

BC

BC

BC

Veri Girişi

Veri Ç�k�ş�

Kelime 0

Kelime 1

Kelime 2

Kelime 3

2x4

DEKODER
Adres
girişi

Bellek aktif

Oku / yaz
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EK 2 Örnek S�nav Sorular�

Elektronik ve Haberleşme Bölümü Doç. Dr. Ertuğrul Eriş
Devreler ve Sistemler Anabilimdal� 6 Aral�k 1996

Lojik Devreler Vize S�nav�

1.  Aşağ�da verilen bir giriş ve bir  ç�k�şl� ard�ş�l devrenin analizi için
a.  matematiksel modeli ç�kar�n�z.
b.  Durum diyağram�n� ç�kar�n�nz.
c.  (00) başlanğ�ç durumunda 101010101 giriş dizisi için ç�k�ş dizisini durum

diyağram�nda ç�k�şlar� numaranland�rarak veriniz.

D3 y3 D1 y1D2 y2X

z

CLK

2.  Durum diyagram� yandaa verilen ard�ş�l devreyi D
tipi bellek elemanlar� kullanarak gerçekleyiniz.

3.  Aşağ�daki şekilde görülen bir giriş ve iki ç�k�şl�
kontrol devresine ilişkin durum diyagram� çiziniz.
Kontrol devresinin sözle tan�m� aşağ�da verilmiştir.

a.  Trafik lambalar� ilgili olduğu z ç�k�ş değişkeni 1

olduğunda k�rm�z�
yanacak, 0 olduğunda
ise yeşil yanacakt�r.

b.  Yayalar karş�dan karş�ya
geçmek istediklerinde x
girişi 1 olacak,
istemediklerinde ise 0
olacak. Bu işlem yaya
butonu ile sağlanacakt�r.

c.   Yayalardan bir talep
gelmedikçe ( x girişi 0),
yol 1 dakika süreyle
dönüşümlü olarak kuzey-
güney ve doğu-bat� doğrultusunda araç trafiğine aç�k tutulacakt�r. Saat işaretinin
periyodunun 1 dakika olduğunu varsay�n�z.

d.  Yayalardan bir talep geldiğinde ( x girişi 1) , yol 1 dakika süreyle yaya trafiğine aç�k
tutulacakt�r. Bu durumda bütün trafik lambalar� k�rm�z� yanmal�d�r (z1=z2 =1).

Süre:1.5 saattir. Kitap ve notlara bak�lmaz. Puanlar 1) 35 2)35 3)30
Başar�lar dilerim.

Z1

Z2

x

Kontrol
devresi

Trafik

Yaya  butonuBat� Doğu

Kuzey

Güney

01 10

00

X=0

X=0

X=0

X=1

X=1
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X1

Devreler ve Sistemler Anabilim dal�
Doç.Dr.Ertuğrul Eriş

23 Ocak 1997

Lojik Devreler Final S�nav�

1.

x1x2x3

000 001 011 010 110 111 101 100
A,0 A,1 B,0 A,1 B,0 B,1 B,0 A,1
A,1 B,0 B,1 B,0 B,1 C,0 B,1 B,0

Y1y2

A
B
C B,0 B,1 C,0 B,1 C,0 C,1 C,0 B,1

a) Durum tablosu yukar�da verilen üç girişli seri toplama devresini D tipi bellek
elemanlar� kullanarak gerçekleyiniz. Durum kodlamas�n� A=00, B=01, C=10 al�n�z.
Durum tablosu 5 li Karnaugh diyagram�na uygun biçimde verilmiştir.

b) X1=7, X2=14, X3=15 say�lar�n�n toplam�na ilişkin saat X1, X2, X3, y1,y2, ve S nin
zaman diyagramlar�n� çiziniz. Başlang�ç durumunu 00 seçiniz.

2.
1-7-4-5-1....  biçiminde sayan bir say�c�y� JK bellek elemanlar� kullanarak
a) İki bellek eleman�yla gerçekleyiniz.
b) Üç bellek eleman�yla  gerçekleyiniz.
c) Sonuçlar� karş�laşt�r�n�z.

3.
a) Gördüğünüz MSI ard�ş�l devreleri yaz�n�z.
b) Senkron Ard�ş�l devre sentezinin ad�mlar�n� yaz�n�z.
c) Durum indirgemesi yap�lmadan gerçekleştirilen devre çal�ş�r m�? Neden?
d) Durum indirgemesi yapmamakla kayb�m�z neler olabilir? Neden?
e) Rastgele Durum kodlamas� yap�larak  gerçekleştirilen devre çal�ş�r m�? Neden?
f) Rastgele durum kodlamas� yapt�ğ�m�zda kayb�m�z ne olabilir? Neden?

Kitap ve notlara bak�lmaz. Süre 2 saattir.
Puanlar 1)40 , 2)40, 3)20.

BAŞARILAR DİLERİM.

Üç girişli
Seri

Toplama
devresi

X2

X3

saat

S
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19.6.1998

Elektronik ve Haberleşme Mühendisliği
Devreler ve Sistemler Anabilim Dal�
Doç.Dr. Ertuğrul Eriş

Lojik Devre Temelleri Final S�nav�

1.a) f = ∑ 0,2,4,5,6,11,13,15,18,19,21,22,23,24,26,28,29,30
 fonksiyonuna ilişkin çarp�mlar toplam� biçimindeki bütün minimal fonksiyonlar�

bulunuz.
b) Bulduğunuz minimal fonksiyonlardan birini iki seviyeli gerçekleyiniz
c) f = ∑ 1,5,6,7,11,15  +  ∑k  2,3,4,10,13
fonksiyonuna ilişkin bir minimal fonksiyon bulunuz
d) Bulduğunuz minimal fonksiyonu yaln�zca TVE kap�lar�yla gerçekleyiniz.

2. f = x1 ( x2 + x3 ) ( x2 + x4 + x5 )
a) fonksiyonu 1 tane 16x1 lik mux ile gerçekleyiniz.
b) bu fonksiyonu 8x1 lik bir mux �n enable  girişini de kullanarak gerçekleyebilir

misiniz?  Neden? Nas�l?
c) Ayn� fonksiyonu kaçl�k bir dekoderle gerçekleyebilirsiniz? Neden? Nas�l?

3. A1,  B1  en çok ağ�rl�kl� 4 er biti temsil etmek üzere  12 bitlik iki say�  A=A1A2A3  ve
B=B1B2B3  olsun. Bu iki say�y� aşağ�da verilen karş�laşt�rma devresinden 3 tane
kullanarak gerçekleyiniz.

Süre:1.5 saattir. Kitap ve notlara bak�lmaz.  Puanlar: 1)30,  2)40, 3)30 .

BAŞARILAR DİLERİM

Karş�laşt�rma
devresi

Ai

Bi

xi

yi

zi

xi
1        Ai = Bi

0        Ai ≠ Bi
xi

1        Ai = Bi

0        Ai ≠ Bi

yi
1        Ai > Bi

0        Ai ≤ Bi

zi
1        Ai < Bi

0        Ai ≥ Bi
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Devreler ve Sistemler Anabilim dal�
Doç.Dr.Ertuğrul Eriş

29 Ocak 1999
Lojik Devreler Final S�nav�

1.

T1

y1

y1

x
y2y3

saat

zT2

y2

y2

x'
y1
y3

T3

y3

y3

x

y2
y3

y1

x

c) Yukar�da  verilen ard�ş�l devre daha az say�da bellek eleman� ile gerçeklenebilir
mi? durum indirgemesi yaparak gösteriniz?

d) a daki sonuca göre, gerekiyorsa kotlama yaparak, ayn� devreyi D bellek
elemanlar� kullanarak gerçekleyiniz.

e) Verilen devre ile bulduğunuz devreyi karş�laşt�r�n�z.
2. Durum diyagram� verilen senkron ard�ş�l devreyi

A B

C

11/0011/00

01/10 10/01

00/11

01/00
00
10 10

01
10 01

00
10

00
11 00

Ard�ş�l
devre

x1
x2

z1
z2

d) Durum kotlamas� yaparak , JK bellek elemanlar� ile gerçekleyiniz.
e) X1= 001011
      X2= 001011
Giriş dizisi için ç�k�ş dizisinin zaman diyagram�n� çiziniz. Zararl� zarars�z ç�k�şlar�

gösteriniz.

Kitap ve notlara bak�lmaz. Süre 2 saattir.
Puanlar 1)60 , 2)40
BAŞARILAR DİLERİM.
26 Mart 1999
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Doç.Dr.Ertuğrul Eriş

Lojik Devre Temelleri Vize 1 s�nav�

a. Boole cebrini tan�mlay�n�z.
b. Boole cebri aksiyomlar�n� yaz�n�z .

S  kümesi  P = {a,b} kümesinin alt kümelerinden oluşan S = {0, 1, A, B}  olsun. 0 = φ,
1 = {a,b}, A= {a}, B = {b}.  Bu kümeler aras�nda kümeler teorisinin birleşim ve kesişim
ikili işlemleri ile, tümleyen küme birli işlemi. Bu işlemler ve kümeler teorisinin
aksiyomlar� bir Boole cebri oluştursun.

f(0,0) = a,  f(0,1) = b, f(1,0) = 0,  f(0,b) = 1 olmak üzere
kaç tane Boole fonksiyonu vard�r? Neden? Bu fonksiyonlar� veriniz.
3 tane Boole olmayan fonksiyon örneği veriniz.

S = {0, 1}  Boole cebrinde tan�mlanan dört değişkenli fonksiyon f(0000)= f(0001)=
f(0100)= f(0110)= f(1000)= f(1011)= f(1111)=1 diğer tan�m kümesi elemanlar� için ise 0
olsun

Bu fonksiyonun 1. Tip kanonik aç�n�m�n� yaz�n�z? Doğru ve yanl�ş minterimleri
belirtiniz.

Bu fonksiyonun 2. Tip kanonik aç�n�m�n� yaz�n�z? Doğru ve yanl�ş maxterimleri
belirtiniz.

4.
f1= x�1x�3x4 + x2x3x4 , f3= x�1x4  olduğuna göre f1 ⊕ f2 =  f3 bağ�nt�s�n� sağlayan f2

fonksiyon(lar�n�) nunu bulunuz.
f1 =Σ 1,4  ; f2=Σ 2,5,6    ve f4=Σ 1,4,2,5,6      olduğuna göre f1 + f2 f3 = f4 bağ�nt�s�n�

sağlayan f3 fonksiyonlar�n�n say�s� kaçt�r? Neden? 1 tanesini veriniz.

1) 15 puan, 2) 30 puan, 3) 20 puan, 4)35 puan
Süre 2 saattir.  Kitap ve notlara bak�lmaz.
Başar�lar ve iyi bayramlar dilerim.
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Devreler ve Sistemler Anabilim dal�
Prof. Dr. Ertuğrul Eriş 4 Şubat 2000
Lojik Devreler Final S�nav�
1. Aşağ�da verilen ard�ş�l devre için

Matematiksel modeli veriniz.
Durum tablosunu veriniz
Durum diyagram�n� veriniz.
(00) başlang�ç durumu için 0101010 giriş dizisi için ç�k�ş dizisi ve bir sonraki durumlar

için zaman diyagramlar�n� veriniz, hatal� ç�k�şlar� da gösteriniz.
2. a. Aşağ�da durum tablosu verilen ard�ş�l devreyi D tipi bellek eleman� kullanarak

gerçekleyiniz. Durum kodlamas� için A=00, B=01, C=10 ve D=11 al�n�z.
x1x2

00 01 11 10
A D, 0 A, 0 B, 1 D, 0
B D, 1 A, 1 C, 0 D, 1
C B, 0 B, 0 C, 1 B, 0
D D, 0 A, 0 B, 1 D, 0

A=00 başlang�ç durumunda
x1= 011110
x2= 010010
Giriş dizisi için ç�k�ş dizisini, durum tablosunda ç�k�şlar� numaraland�rarak, yaz�n�z. X2

girişi ile z ç�k�ş� aras�ndaki ilişki dört temel aritmetik işlemden hangisidir, belirtiniz.
3. Aşağ�daki durum tablosu için durum indirgemesi yap�n�z, indirgenmiş durum
tablosunu çiziniz. x1x2

00 01 10
A E, 1 C, 0 B, 1
B C, 0 F, 1 E, 1
C B, 1 A, 0 D, 1
D C, 0 F, 1 E, 1
E A, 0 F, 1 B, 1
F C, 0 E, 1 C, 1

Bu indirgemenin senteze getireceği yararlar var ise nedenini de aç�klayarak belirtiniz.
Bu indirgemenin d�ş�nda,  bellek elemanlar� giriş fonksiyonlar�na keyfiler gelir mi?

Gelirse nedenini de aç�klayarak yaz�n�z.  

Kitap ve notlara bak�lmaz. Süre 1,5 saattir. Puanlar 1)40 , 2)40, 3)20
BAŞARILAR DİLERİM.

saat z

y'1

x D

y1

y1

J

y2

y2

K

y1

y2

x

x'

x

x'

x
z

JK00 01 11 10
y
0 0 0

0 01 1

1 1

1

saat
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(30P) 1)  ikili işlemi (S2-S) aşağ�daki gibi tan�mlanm�şt�r:
A B A  B
0 0 1
0 1 0
1 0 1
1 1 1

Aşağ�daki ifadelerin doğru olup olmad�ğ�n� kan�tlay�n�z.
(1  A) (A  0) = 1
A  B = 1  ise  (A + C)  (B + C) = 1 dir.
A  B = B  A

F=Σ 0,1,7,8,9,10,11,13,14,15  olmak üzere,
(35P) F�e ilişkin çarp�mlar toplam� şeklindeki minimal fonksiyon(lar�) karnaugh

öntemi ile bulunuz. Bir minimal fonksiyonu iki seviyeli biçimde gerçekleyiniz.
(35P) F�e ilişkin toplamlar çarp�m� şeklindeki minimal fonksiyon(lar�) tablo yöntemi ile

bulunuz. Bir minimal fonksiyonu TVEYA (NOR) kap�lar� kullanarak iki seviyeli
erçekleyiniz.

Süre, 1 saat 15 dakikad�r.  Kitap ve notlara bak�lmaz.
BAŞARILAR DİLERİM
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1.(50 Puan)
Verilen durum tablosunda eşdeğer durumlar olup olmad�ğ�n� inceleyiniz. Varsa
alfabetik olarak daha sonra gelen durumlar� indirgeyerek indirgenmiş durum
tablosunu oluşturunuz. Durum diyagram�n� çiziniz.
Durumlara aşağ�daki gibi kodlar verilmesi halinde oluşacak devreyi JK bellek
elemanlar� kullanarak minimum elemanla gerçekleyiniz.
a = 010 , b=100 , c=110 , d=101 , e=001 , f=011 , g=000 , h=111
Durum indirgemesi yapmam�z bir fayda sağlad� m�? Devreyi durum indirgemesi
yapmadan gerçekleseydik,  ne gibi değişiklikler olurdu? Aç�klay�n�z.
Bu devrede hatal� ç�k�şlar gözlenebilir mi? Nedenleriyle aç�klay�n�z.

S
D

z1
z2

a b 00
b d 01
c h 01
d g 00
e a 10
f b 00
g e 01
h g 00
SD:sonraki durum

2.(50 Puan)
Aşağ�daki devrenin analizini yaparak durum tablosunu oluşturunuz, durum
diyagram�n� çiziniz (MUX�un ağ�rl�ks�z seçim ucu a�d�r).

Devreye 00 başlang�ç durumunda aşağ�daki girişlerin uygulanmas� halinde, ç�k�şlar�n
ve durum değişkenlerinin alacağ� değerleri zaman diyagram� üzerinde gösteriniz,
zararl� hatal� ç�k�ş var m�d�r, aç�klay�n�z.

Süre, 1 saat 15 dakikad�r.  Kitap ve notlara bak�lmaz.
BAŞARILAR DİLERİM

JK
y 00 01 11 10

0 0 0 1 1
1 1 0 0 1

yY
00 01 11 10

JK 0k 1k k0 k1



157

    Durum kodlar�:
A : 00
B : 11
C : 01
D : 10

YTÜ Elektronik ve Haberleşme Mühendisliği Bölümü
Prof. Dr. Ertuğrul ERİŞ
Lojik Devreler Final S�nav�      2.2.2001

1.(40 Puan)
Yanda durum tablosu verilen ard�ş�l makinada eşdeğer
durumlar� indirgeyiniz
Durum kodlamas� yap�n�z.

2.(40 Puan)
Aşağ�da durum diyagram� verilen devreyi JK tipi bellek
elemanlar� ile gerçekleyiniz.

3.(20 Puan)
Bilgi yar�şmalar�nda, sorulan soruya
sadece düğmesine ilk basan�n
cevap vermesine olanak tan�yacak
bir sistem tasarlanacakt�r.
 Cevap verme hakk�na sahip olan yar�şmac�n�n lambas� yand�ktan sonra, bu
yar�şmac� da dahil hiçbirinin uygulayacağ� giriş durumu değiştirmeyecektir. Sistem
herbir yar�şmac� için ayn� olan birimlerin (yar�şmac� devresi) yandaki şekildeki gibi

kaskad bağlanmas� ile oluşturulur.
i.birim (yar�şmac� devresi) için ;
Düğme (D): i. yar�şmac�n�n kulland�ğ� giriş (düğmeye
bas�ld�ğ�nda :1  ;  Bas�lmad�ğ�nda :0)
Komşu Giriş (KG): Herhangi bir düğmeye bas�ld�ğ�
bilgisinin iletildiği giriş.
Komşu Ç�k�ş (KÇ): Herhangi bir düğmeye bas�ld�ğ�
bilgisinin iletildiği ç�k�ş.

Lamba (L): i. Yar�şmac�n�n cevap verme hakk� olduğunu gösteren ç�k�ş. (Yan�t verme
hakk� var:1 ;  yok : 0)
Yar�şmac� devresine ait durum diyagram�n� çiziniz.
NOT: Yukar�daki sistem yap�s� d�ş�nda herhangi bir sistem yap�s� da
tasarlayabilirsiniz.
Süre, 2 saattir.  Kitap ve notlara bak�lmaz.
BAŞARILAR DİLERİM

0/00
  A B

          1/11
0/01

 1/10
   0/01       1/10

 C 0/10 D

         1/00

JK ters tan�m bağ�nt�s�:
yY

00 01 11 10
jk 0k 1k k0 k1

x=0 x=1
A B,00 C,11
B H,01 E,11
C C,01 F,10
D H,01 E,11
E E,11 A,10
F G,00 F,01
G D,00 C,11
H A,10 B,10
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abece, 1
Ak�m mant�ğ�, 28
alphanumeric (abece say�sal), 2
Ana-bağ�ml�, 94
Anahtar fonksiyonlar�, 25
analiz, 32
ard�ş�l (sequential) devreler, 5
ard�ş�l devreler, 81
ard�ş�l makinalar, 81
ard�ş�l mant�k, 81
Asal bileşen (prime implicant), 41
asal bileşenler tablosu, 44
ASCII, 2
asenkron  say�c�lar, 136
Asenkron makinalar, 85
associative, 16
Ayr�cal�-VEYA kap�s�, 30
Ayr�k zamanl� (discrete) işaret, 1
Bağ�nt� (Relation), 12
BCD (Binary Coded Decimal), 2
bellek, 86
binary cell, 146
Birim eleman, 14
birinci tip kanonik aç�n�m, 21
birleşim, 18
birleştirme işlemi, 42
Boole Cebri, 14
Boole fonksiyonu, 19
Boole fonksiyonunun uzunluğu:, 19
Boole olmayan fonksiyon, 19
Bütün işlemler, 35
carry generate, 64
carry propagation, 64
cebrine iki değerli Boole cebri, 25
Clear, 98
Consensus teoremi, 17
Counters), 136
Ç.�k�ş yelpazesi (Fan out), 31
çarp�mlar terimleri toplam�, 21
Çevre, 37
çevrim ( cycling), 92
Çoğullay�c�, 72
Dağ�lma (distributive), 14
darbe modu, 85
De Morgan teoremi, 17
Decoders, 69
değer kümesi, 12
Değişken, 14
devingen (dinamik) bellek eleman, 4
Devingen bellek elemanl, 4
Doğru ve yanl�ş minterimler, 25
Doğru ye yanl�ş makterimler, 25
Doğruluk tablosu, 26
Don't care functions, 56
dual, 14
durağan (statik) bellek eleman, 4
Durum diyagram�, 84
Durum tablosu, 84
durumlar�n kodlanmas�, 107
EAROM, 77
EBCDIC, 2
Electronically alterable ROM, 77
elektronik olarak silinebilen ROM, 77
enable, 72

encoder), 72
EPROM, 77
EPROM, 77
Erasable PROM, 77
erasable ROM, 77
Eşdeger durum, 118
Eşdeğer kuvvet (�dempotent), 15
Eşdeğerlik bağ�nt�s� (equivalence relation), 13
flip flop, 86
Fonksiyon, 12
Fonksiyonel bağ�nt� (functional relation), 12
full adder, 59
fundemenlal mode, 85
Geçiş tablosu, 84
Geçişlilik (transitive) özellik, 13
Geri beslemeli mant�k devresi, 37
Gerilim mant�ğ�, 28
Giriş yelpazesi (Fan in), 31
Gray kod, 3
h�zl� elde (look ahead carry), 64
ikili (bit), 1
ikili hücre, 146
ikili kodlanm�ş onlu toplay�c�lar, 66
ikili mant�k, 1
ikinci tip kanonik aç�n�m�, 22
ileri bakmal� paralel toplay�c�, 66
ileri beslemeli bir mant�k devresi, 37
indirgenemeyen fonksiyon, 40
indirgenme, 107
irreducible, 40
irredundant, 40
JK bellek eleman�, 89
kap�, 5
kardinalite, 18
Karnaugh diyagram�, 41
Kartezyen çarp�m:, 12
Kenar tetiklemeli bellek elemanlar�, 95
kesişim, 18
K�smen belirlenmiş fonksiyonlar, 56
kodlama(düğümleme), 1
kodlay�c�, 72
kombinezonsal (combinational) devreler, 5
Kombinezonsal devre, 32
komşu kareler, 52
konumsal say� dizgeleri, 6
kuvvet kümesi, 18
latch, 91
Look ahead carry), 66
LSB(Least Significan Bit), 7
LSI, 63
LSI(Large Scale Integrated Circuits), 32
m. mertebeden alt küp, 52
Makterim, 23
Mant�k devresi:, 31
mant�k devresine ilişkin graf (çizge), 36
Master slave, 94
Matematiksel model, 82
Mealy makinesi, 82
Minimal (indirgenmiş) fonksiyon, 39
Minimal bütün işlemler, 35
Minterim, 22
Moore makinesi, 82
MSB(Most Significant Bit), 7
MSI, 63
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MSI (Medium Scale Integrated Circuits), 32
mux, 72
negatif kenar, 91
Negatif mant�k, 28
negative edge, 91
n-lik işlem (n-ary operation), 12
önermeler cebri, 28
Örten (cover) fonksiyon, 41
paralel iletim, 4
Paralel yüklemeli ikili senkron say�c�lar, 140
permütasyonlar� (devşirim), 18
PLA (Programmable Lojik Array), 63
positive edge, 91
pozitif kenar, 91
Pozitif mant�k, 28
preset, 98
PROM, 77
pulse mode, 85
Qulne Mc- Cluskey yöntemi, 41
ripple counters, 136
ROM, 75
ROM (Read Only Memory), 63
Saatli SR bellek eleman�, 88
Sabit (değişmez), 14
sayamak (digit), 1
Say�sal (digital) işaret, 1
Senkron makinalar, 85
sentez işlemi, 33
seri iletim, 4
seven segment display, 66
S�ra bağ�nt�s� (order relation), 13
siliebilen ROM, 77
silinebilir PROM, 77
Simetri özelliği, 13
sistem, 1
sözle tan�mlama, 107
SR bellek eleman�, 86
SSI elemanlar, 31
state assignment, 107

state reduction, 107
strobe, 72
Sürekli işaretl, 1
T tetikleme bellek eleman�, 90
taban (radix), 6
tablo yöntemi, 41
tam toplay�c�, 59
Tam toplay�c�, 60
Tamamen belirlenmiş bağ�nt� (Completely

specified relation), 12
tan�m kümesi(domen), 12
Temel asal bileşen (Essential prime implicant),

42
temel bellek elemanlar�, 88
Temel mod, 85
temel sat�r, 45
ters tan�m bağ�nt�lar�, 108
toplamlar terimleri çarp�m�, 22
transition table), 84
tümleştirilmiş devre, 31
Tümleyen kap�s�, 5
TÜMLEYEN kap�s�, 30
TÜVE kap�s�, 30
TÜVEYA kap�s�, 30
Üreysel (generic) değişken, 15
VE kap�s�, 29
VE(AND) kap�s�, 5
VEYA kap�s�, 30
VEYA(OR) kap�s�, 5
VLSI(Very Large Scale Integrated Circuits), 32
word description, 107
Yans�ma (refleksive), 13
Yar� toplay�c�, 59
yazmaç (register), 5
yedi bölümlü gösterici, 66
Yer değiştirme (comutative), 14
Yol, 37
Yutma teoremi, 16
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