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EEM322 : Lecture 6

Stability
Closed loop system stabilityClosed loop system stability

•Poles positions
• Hurwitz Method
•Routh‐Hurwitz

we saw that three requirements enter into the design of a control
system:
Transient response, 
Stability, 
Steady‐state errors.

Stability is the most important system specification. If a system is unstable, transient 
d t d t t t i t A t bl t t bresponse and steady‐state errors are moot points. An unstable system cannot be 

designed for a specific transient response or steady‐state error requirement.

The total response of a system is the sum of the forced and natural responses, or

A linear, time‐invariant system is stable if the natural response approaches zero as
time approaches infinity.pp y
A linear, time‐invariant system is unstable if the natural response grows without
bound as time approaches infinity.
A linear, time‐invariant system is marginally stable if the natural response neither
decays nor grows but remains constant or oscillates as time approaches infinity.

A system is unstable if any bounded input yields an unbounded output.
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Lineer zamanla değişmeyen sistemlerin doğal cevab� zamanla s�f�ra gidiyorsa 
sistem kararl�d�r denir. 

Sistem toplam cevab� doğal(öz) ve zorlanm�ş çözümün toplam� olduğu için kararl� 
sistemlerde doğal çözüm zamanla s�f�ra ulaşacağ� için toplam cevap zorlanm�ş 

lcevap olur. 

Lineer zamanla değişmeyen sistemlerin doğal cevab� zamanla sonsuza gidiyorsa 
sistem karars�zd�r denir. Lineer zamanla değişmeyen sistemlerin doğal cevab� 
zamanla azalm�yorsa ve artm�yorsa sistem marjinal kararl�d�r denir. Sabit veya 
osilasyonlu cevap üretiler. Parametre değişimine duyarl� olduklar� için karars�z 
kabul edilirler. 

Fiziksel olarak, doğal cevab� s�n�rs�z olan karars�z sistemler kendilerine, etraf�ndaki 
araçgereçlere veya insanlara zarar verebilirler.
Lineer sistemlerde kararl�l�k sistemin kendi özelliğidir.

Kararl� bir lineer sistemin denge noktas�na bir bozucu etki tesir ederse, sitem 
zamanla kendiliğinden denge noktas�na döner.

karars�z noktalar
Kararl� noktalar
nötr kararl�denir

Bi i t i k l i i bi k tb ğ dü l d d i jiBir sistemin karars�z olmas� için en az bir kutbunun sağ yar düzlemde yada imajiner
eksen üzerinde katl� kökünün olmas� yeterlidir.
İmajiner eksen üzerinde bir kök varsa sistem cevab� osilasyonludur. Bu tip sistemlere 
marjinal kararl� sistemler denir. 
İmajiner eksen üzerinde katl� kök varsa 
şeklinde 
Bir cevap üretir ki buda zamanla sonsuza gider ve sistem bu durumda yine karars�zd�r.
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İf the closed‐loop system poles are in the left half of the plane and hence have a
negative real part, the system is stable. That is, stable systems have closed‐loop
transfer functions with poles only in the left half‐plane. Poles in the right half‐plane 
(rhp) yield either pure exponentially increasing or exponentially increasing sinusoidal 
natural responses. These natural responses approach infinity as time approaches 
infinity. Thus, if the closed‐loop system poles are in the right half of the s‐plane and 
hence have a positive real part, the system is unstable.

Finally, a system that has imaginary axis poles of multiplicity 1 yields pure sinusoidal 
oscillations as a natural response. These responses neither increase nor decrease in 
amplitude. Thus, marginally stable systems have closed‐loop transfer functions with 
only imaginary axis poles of multiplicity! and poles in the left half‐plan

Örnek

Sağ yar� düzlemdeki kutuplar ya üstel art�mla yada üstel artan sinüsoidal doğal 
cevap oluşturur ki doğal cevap zamanla sonsuza kadar artar.
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Kararl�l�ğ�n bir diğer tan�m� da;sistemin girişine uygulanan bütün s�n�rl� giriş işaretleri 
için ç�k�şta s�n�rl� kal�yorsa sistem kararl�d�r denir.(BIBO)

Lineer zamanla değişmeyen sistemlerde, sistem kutuplar� sol yar�‐düzlemde ise kararl�, 
diğer durumlarda ise karars�zd�r. denir. 

Hurwitz testi.

Buradan bir sistemin karars�z olduğunu söylemek için katsay�lar�n 
işaretlerinden bir tanesinin negatif olmas�n�n yeterli olduğunu  
belirtebiliriz.  Eğer s�in kuvvetlerinden biri eksik ise sistem ya 
karars�zd�r yada marjinal kararl�d�rkarars�zd�r yada marjinal kararl�d�r.

K�saca: Hurwitz testi : Kararl� bir sistemin karakteristik polinomunun
bütün katsay�lar� var olmal� ve pozitif olmal�d�r. Bu test sistemin 
kararl�l�ğ� için gerekli fakat yeterli değildir.
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ROUTH‐HURWITZ CRITERION:
Bu methot iki ad�mdan oluşur:
1. Routh ablosunu oluşturmak
2. Tabloyu yorumlamak
Bu yöntemle kapal� döngü sist. 
kutuplar�n� çözmeden sistem 
kararl�l�ğ� hakk�nda bilgi sahibi ğ g
oluruz. 
Ayr�ca sistemin kaç tane sol yar� 
düzlemde, kaç tane sağyar�
düzlemde ve kaçtane imajiner eksen 
üzerinde kutbu olduğunu bulabiliriz. 
Bu method�a RouthHurwitzkriteri
ad� verilir, 1905.

İlk kolona s�nin en yüksek derecesiden başlayarak 0��nc�kuvvetine kadar dereceleri 
yaz�l�r. Daha sonra il sat�ra en yüksek derecenin katsay�s� ve birer atlayarak diğer 
derecelerin katsay�lar� yaz�l�r. İkinci sat�ra en yüksek ikinci derecenin katsay�s� ve 
birer atlayarak diğer derecelerin katsay�lar� yaz�l�r.

ROUTH‐HURWITZ CRITERION
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The number of roots of the polynomial that are in the right half‐plane is equal to the 
number of sign changes in the first column.
A system is stable if there are no sign changes in the first column of the Routh table.
birinci kolondaki işaret değişim say�s� kadar sistemin sağyar� düzlemde kökü vard�r.

Routh‐Hurwitz Kriterinde Özel Durumlar 
1. Sat�rlardan herhangi birinin ilk elaman�n�n s�f�r olmas�
S�f�ra bölümüönlemek için s�f�r yerine ε yazar�z.

Görüldüğü gibi ε ozitif de seçilse negatifte 
seçilse sistem karars�zd�r 
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Example:
First write a polynomial has the reciprocal roots of the denominator

ROUTH‐HURWITZ CRITERION: (ikinci özel durum)
2. Sat�rlardan Birinin Tamamen S�f�r Olmas�:
•Bu durumda, bir önceki sat�ra gidip yard�mc� polinom oluştururuz
•Polinom ilgili sat�r�n s�in derecesi ile başlar ve birer atlayarak devam eder.
•Sonra polinomun s�yegöre türevini al�r�z.
•Bu katsay�lar� tamam� s�f�r olan sat�rda kullan�r�z.
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Sonra polinomun s�ye göre türevini al�r�z.
Bu katsay�lar�tamam�s�f�r olan sat�rda kullan�l�r.

Not: Routh tablosunda bir sat�r�n tamamen s�f�r olmas�, polinomda tamamen tek 
say�l� derecelerin yada çift say�l� derecelerin olmas�ndan kaynaklan�r. Örnek

Çift say� derecelerin kökleri orjine göre simetriktir. Bu simetri:

A) Reel simetrik olabilir)
B) İmajiner Simetrik olabilir
C) Dört bölgeli olabilir.

S�f�r sat�r� bize kökleri orjine göre 
simetrik olan çit say� dereceli 
polinomun varl�ğ�n� söyler
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Example :
Find the range of gain, K, for the system of system below that will cause the system to 
be stable, unstable, and marginally stable. Assume K > 0

Abstract:
Let us summarize our definitions of stability for linear, time‐invariant 
systems.
Using the natural response:
1. A system is stable if the natural response approaches zero as time 
approachesapproaches
infinity.
2. A system is unstable if the natural response approaches infinity as 
time
approaches infinity.
3. A system is marginally stable if the natural response neither decays 
nor grows but remains constant or oscillates.
Using the total response (BIBO):
1. A system is stable if every bounded input yields a bounded output.
2. A system is unstable if any bounded input yields an unbounded 
output.
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Özet
Lineer kapal� döngü sistemlerin kararl�l�klar� kutuplar�n�n s düzlemindeki
konumlar� ile belirlenebilir. Eğer kutuplardan herhangi biri sağ‐yar�
düzlemde ise geçici rejim cevab� monoton olarak artar veya artan genlikle
osilasyonlu oluşturur. Böyle sistemler karars�z sistemler olarak adland�r�l�r.
Karars�z sistemler, çal�şt�r�ld�ğ�nda ç�k�ş zamanla art�ş gösterir. Eğer herhangi
bir doyum fonksiyonu uygulanmad�ysa veya mekaniksel s�n�rland�rmabir doyum fonksiyonu uygulanmad�ysa veya mekaniksel s�n�rland�rma
getirilmediyse fiziksel sistem mekaniksel hasar görebilir. Dolay�s�yla kapal�
döngü sistemlerinin kutuplar�n�n sağayr� düzlemde olmas�ndan kaç�n�l�r.
Eğer sistemin bütün kutuplar� Jw ekseninin sol taraf�nda yer al�yorsa her
türlü geçici rejim sönümle denge noktas�na ulaş�r.
Kararl�l�k sistemin kendi özelliğidir, sistem kararl� veya karars�z olsun sistem
giriş fonksiyonundan bu özelliği bağ�ms�zd�r. Sistem girişi sistemin kararl� eya
karars�z olmas�n� etkileyemez ama çözümde kendini gösterir Matematikselkarars�z olmas�n� etkileyemez ama çözümde kendini gösterir. Matematiksel
olarak, jw ekseni üzerindeki kutuplar osilasyona sebebiyet verirler ve bu
osilasyonlar�n enlikleri zamanla ne artar ne de azal�r. Pratikte, yani gürültülü
ortamda, gürültünün seviyesine göre osilasyonun genliği art�ş gösterir.
Dolay�s�yla, kontrol sistemi Jw ekseni üzerinde kutup içermemelidir.

Stability in State Space:

State‐Space Representation to Transfer Function

Eigenvalues and Transfer Function Poles
The roots of det(sl ‐ A) = 0 are the eigenvalues of the systemmatrix, A

Th i l l t th l f th t ' t f f tiThe eigenvalues are equal to the poles of the system's transfer function.

Laplace Transform Solution of State Equations

Laplace Transform

The values of the system's poles are equal to the eigenvalues of the system matrix, 
A. We stated that the eigenvalues of the matrix A were solutions of the equation
det (SI ‐ A) = 0, which also yielded the poles of the transfer function.
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Eigen values (the poles of a system are the same as the eigenvalues of its state matrix)
The Equation  is known as the characteristic equation of transformation, which is
also the characteristic equation of the matrix A. The characteristic equation has n 
roots λi , i = 1 to n, known as Eigen values and corresponding to each root, 

Example : consider the matrix A given by

The characteristic equation  is found to be

The poles of the system are the roots of the characteristic equation det
[sl � A] = O., and its roots the eigenvalues of A. Thus,.

PROBLEM: Given the system:
find out how many poles are in the left half‐plane, in the right half‐plane, and on the
jw‐axis.

Using this polynomial, form the Routh table

If det(sl� A), a polynomial in s, 
cannot be factored easily, we can 
apply the Routh‐Hurwitz criterion to 
it to evaluate how many eigenvalues
are in each region of the s plane

Since there is one sign change in the first column, the system has one righthalf‐
plane pole and two left‐half‐plane poles. It is therefore unstable.

are in each region of the s‐plane.


