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EEM322 : Lecture 6

Stability
Closed loop system stability

*Poles positions
* Hurwitz Method
*Routh-Hurwitz

we saw that three requirements enter into the design of a control
system:

Transient response,

Stability,

Steady-state errors.

Stability is the most important system specification. If a system is unstable, transient
response and steady-state errors are moot points. An unstable system cannot be
designed for a specific transient response or steady-state error requirement.

The total response of a system is the sum of the forced and natural responses, or

C(‘) = Cforced (I) + cnatural(f)
A linear, time-invariant system is stable if the natural response approaches zero as
time approaches infinity.
A linear, time-invariant system is unstable if the natural response grows without
bound as time approaches infinity.
A linear, time-invariant system is marginally stable if the natural response neither
decays nor grows but remains constant or oscillates as time approaches infinity.

A system is unstable if any bounded input yields an unbounded output.




Lineer zamanla degismeyen sistemlerin dogal cevabi zamanla sifira gidiyorsa
sistem kararlidir denir.
C(t) - Czor (t) + Céz (t)

Sistem toplam cevabi dogal(6z) ve zorlanmig ¢6zimiin toplami oldugu igin kararli
sistemlerde dogal ¢6ziim zamanla sifira ulasacagi icin toplam cevap zorlanmis
cevap olur.

Lineer zamanla degismeyen sistemlerin dogal cevabi zamanla sonsuza gidiyorsa
sistem kararsizdir denir. Lineer zamanla degismeyen sistemlerin dogal cevabi
zamanla azalmiyorsa ve artmiyorsa sistem marjinal kararlidir denir. Sabit veya
osilasyonlu cevap Uretiler. Parametre degisimine duyarl olduklari icin kararsiz
kabul edilirler.

Fiziksel olarak, dogal cevabi sinirsiz olan kararsiz sistemler kendilerine, etrafindaki
araggereglere veya insanlara zarar verebilirler.
Lineer sistemlerde kararhlik sistemin kendi 6zelligidir.

Kararli bir lineer sistemin denge noktasina bir bozucu etki tesir ederse, sitem
zamanla kendiliginden denge noktasina déner.

4 \ /
kararsiz noktalar | — i
Kararli noktalar A N O / '
nétr kararlidenir ‘ O 4 F

Top A ve F noktalarinda iken kiiclk bir kuvvet aygulamrsa, A ve
F noktalarina bir daha dénemez. Bu durumda A ve F noktalan
kararsiz noktalardir.

Top E ve G noktalarinda iken kigilk bir kuvvet uygulanirsa, E ve

G noktalarina salinim yaparak geri déner. Bu durumda E ve G
noktalar kararl noktalardir.

Top B ve D noktalar arasinda iken klcglk bir kuvvet uygulanirsa,
yveni noktasinda kalir. C gibi boyle noktalara nétr kararh denir.

Bir sistemin kararsiz olmasi i¢in en az bir kutbunun sag yar diizlemde yada imajiner
eksen Uzerinde katli kokinln olmasi yeterlidir.

imajiner eksen {izerinde bir kdk varsa sistem cevabi osilasyonludur. Bu tip sistemlere
marjinal kararli sistemler denir.

imajiner eksen lzerinde katl kék varsa A[” COS(Q)[ + ¢)

seklinde

Bir cevap Uretir ki buda zamanla sonsuza gider ve sistem bu durumda yine kararsizdr.
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if the closed-loop system poles are in the left half of the plane and hence have a
negative real part, the system is stable. That is, stable systems have closed-loop
transfer functions with poles only in the left half-plane. Poles in the right half-plane
(rhp) yield either pure exponentially increasing or exponentially increasing sinusoidal
natural responses. These natural responses approach infinity as time approaches
infinity. Thus, if the closed-loop system poles are in the right half of the s-plane and
hence have a positive real part, the system is unstable.

Finally, a system that has imaginary axis poles of multiplicity 1 yields pure sinusoidal
oscillations as a natural response. These responses neither increase nor decrease in
amplitude. Thus, marginally stable systems have closed-loop transfer functions with
only imaginary axis poles of multiplicity! and poles in the left half-plan
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Sag yari dizlemdeki kutuplar ya Ustel artimla yada Ustel artan sintisoidal dogal
cevap olusturur ki dogal cevap zamanla sonsuza kadar artar.
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Kararliigin bir diger tanimi da;sistemin girisine uygulanan bitin sinirh giris isaretleri
icin ¢cikista sinirh kaliyorsa sistem kararlidir denir.(BIBO)

Lineer zamanla degismeyen sistemlerde, sistem kutuplari sol yari-diizlemde ise kararli,

diger durumlarda ise kararsizdir. denir. , o2
Jw
|¢.:= Im =] o=

dizlemi
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Hurwitz testi.

Eger bir kapali déngl transfer fonksiyonunun bdtin kutuplar sol
yar dizlemde ise, bu sistemim paydasindaki polinomunu, yani

karakteristik denklemini, (s+a;) seklinde garpanlara ayirabiliriz.
a;'ler pozitif yada pozitif gergel kisima sahip karmasik sayilardir.

Boylece buradan (s+4a;) ‘lerin garpimlarinin butiun katsayilar
pozitif olan polinom olusturmasi gerektigini sdyleyebiliriz. Ayrica
batin katsayilar var olmalidir.

Buradan bir sistemin kararsiz oldugunu séylemek igin katsayilarin
isaretlerinden bir tanesinin negatif olmasinin yeterli oldugunu
belirtebiliriz. Eger s’in kuvvetlerinden biri eksik ise sistem ya
kararsizdir yada marjinal kararhdir.

Kisaca: Hurwitz testi : Kararli bir sistemin karakteristik polinomunun
biitiin katsayilari var olmali ve pozitif olmalidir. Bu test sistemin
kararhiligi icin gerekli fakat yeterli degildir.
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ROUTH-HURWITZ CRITERION:
Bu methot iki adimdan olusur:
1. Routh ablosunu olusturmak
2. Tabloyu yorumlamak

Bu yéntemle kapali dongii sist.

kutuplarini ¢gozmeden sistem
kararlihgi hakkinda bilgi sahibi

oluruz.

Ayrica sistemin kag tane sol yari

dizlemde, kag tane sagyari

dizlemde ve kagtane imajiner eksen
Uzerinde kutbu oldugunu bulabiliriz.
Bu method’a RouthHurwitzkriteri

adi verilir, 1905.

R(s)
—_—

Ni(s)

C(s)

A
a.,.s"‘ + u3.¢3 tass=+astagy

Initial layout for Routh table:

v

)

]

ilk kolona s’nin en yiiksek derecesiden baslayarak 0'incikuvvetine kadar dereceleri
yazilir. Daha sonra il satira en yliksek derecenin katsayisi ve birer atlayarak diger
derecelerin katsayilari yazilir. ikinci satira en yiiksek ikinci derecenin katsayisi ve
birer atlayarak diger derecelerin katsayilari yazilir.

ROUTH-HURWITZ CRITERION
R(s) N(s) C(s)
— -
u4.§'4 t u3.¢3 t {.‘2.5'2 tapstay
s ay as ag
§3 ay da
_las az _lag  ag _ a4 3‘
X a 0 a3 _
o as di| _ by 3 — by - =1
a3 as 3
lats aj| _ as 0‘ (5] 0‘
1 by O h 0
B h] bz — ¢ 1 -0 1 0
bl b| b]
by by b, 0‘ by 0‘
(a3} 0 B - 0
. = di a O _y L
[S5] cy (&)
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R(s) r® E(s) 1000 Cls) C(s) 1000
\ (5 +2)(s+3)s +5) =3 2 A 3
N R(s) s +10s+31s+1030
5 1 31 0
= S | 1630 103 0
_r 3% _r n‘ _r %
11103:_?2 11(]:0 ]|0=0
1
_‘ i mw _‘ 1 % _‘ 1 % AN
) -2 0 . -72 0 -2 0 _
———5— =10 | ——— =0 | —— =0 an\
103 | /

The number of roots of the polynomial that are in the right half-plane is equal to the
number of sign changes in the first column.

A system is stable if there are no sign changes in the first column of the Routh table.
birinci kolondaki isaret degisim sayisi kadar sistemin sagyari dizlemde koki vardir.

Routh-Hurwitz Kriterinde Ozel Durumlar
1. Satirlardan herhangi birinin ilk elamaninin sifir olmasi

Sifira bolimiodnlemek igin sifir yerine € yazariz. T(s) 10
5)=

Gorildugi gibi € ozitif de segilse negatifte s+ 25 4357 + 657 +55+3

segilse sistem kararsizdir

57 1 3 5 n
st 2 6 3 N
& /6/ € 7/2 0 f ~
6e-7 -
2 3
! & 0 =
. 426 -49 - 65" J
S 0 0 +
126 -14
sV 3 0 0 +
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Example:

First write a polynomial has the reciprocal roots of the denominator

D(s) =35 +55" +65° +3s57 + 25 +1

Signs changed twice
times - UNSTABLE (two

poles in right half-plane) /

5§ 3 3] 2
g 5 3 1
5 4.2 1.4
o [.33 \ 1

4
gy —1.75
o ]

ROUTH-HURWITZ CRITERION: (ikinci 6zel durum)

2. Satirlardan Birinin Tamamen Sifir Olmasi:

*Bu durumda, bir dnceki satira gidip yardimci polinom olustururuz
*Polinom ilgili satirin s’in derecesi ile baslar ve birer atlayarak devam eder.
eSonra polinomun s’yegore tiirevini aliriz.

*Bu katsayilari tamami sifir olan satirda kullaniriz.

Ornek: 7(s)=

10

S+ 75t +65" +425° +85+56

6 8
Sy 7 4276 _56 8
§ 0 0 0
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5 1 6 8
gt 71 426 56 8
g 0 0 0
4 2
P(s)=s5"+6s"+8
dP(s) 5
Sonra polinomun s’ye gore tirevini aliriz. ——=4s" +12s
Bu katsayilaritamamisifir olan satirda kullanihr. ds
s’ 1 6 8
st 1 6 8
3 . 04 - 1 0 /]2/ 3 /0;6/ 0
$? 3 8 0
s! 1/3 0 0
50 8 0 0

Not: Routh tablosunda bir satirin tamamen sifir olmasi, polinomda tamamen tek
sayili derecelerin yada cift sayili derecelerin olmasindan kaynaklanir. Ornek

i
staste7

Cift say1 derecelerin kokleri orjine gére simetriktir. Bu simetri:

A) Reel simetrik olabilir
B) imajiner Simetrik olabilir

Jto

C) Dort bolgeli olabilir. 5
s-planc
Sifir satiri bize kdkleri orjine gére R X
4
simetrik olan cit sayi dereceli \‘ r’d
. o . ~ i
polinomun varligini séyler . ,/'
A \\.\ Vi A
* 2 o
/’l \‘-
> ’ \\\\
S
z’,f \\\
e N
o X X
B




Ornek:

20

T(s)=

s¥ s’ 1125% 42257 +39s% + 5957 + 4857 + 385+ 20

Yukaridaki kapali dongu transfer fonksiyonunun kararhligini Routh

tablosu olusturarak belirleyiniz.

1

12 39 48 20
7 1 22 59 38 0
-0 -1 20 -2 101 20 2|0
20 1 667 3 4072 o |o
5t 1 3 > 0 0
0 0 0 0 0
¥
50
Polinomu olusturacak olursak: P(s) = st +3¢2 42
Ve Turevi @ =45 + 65
ds
g8 1 12 39 48 20
1 22 59 38 0
-10” -1 =20 -2 1071 2020
20 1 667 3 4072 o |o
& 1 3 2 0 0
0.4 2 0.6 3 040 3 0 0
. 37 3 2 4 0 0 0
1/3 0 0 0 0
4 0 0 0 0
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s4 den s° ' a kadar isaret degisimi olmadigi icin sag yan dizlemde
kutup yoktur.

Eger sag yan duzlemde kutup yoksa simetrisi de olamayagindan
sol yari dizlemde yoktur.

Buradan 4 kokin jw ekseni lzerinde oldugunu anlariz.

Diger kutuplar s® den s4 e kadar olan kutuplardir. Bu iki kuvvet
arasinda iki isaret degisimi olmustur ki bunun manasi sag yar
dizlemde iki kok mevcuttur.

Sonug olarak transfer fonksiyonunun iki sag yarn dulemde, iki sol
yari dizlemde ve 4 imajiner eksen Uzerinde kutbu vardir. Sag
yari dizlemde en az bir kutbun olmasi sistemin karasiz oldugunu
soylemek icin yeterli idi, doalyisiyla sistem kararsizdir.

Eder K <1386 ise birinci sutundaki tim elemanlar pozitif olur
ve sistem kararhdir diyebiliriz, sistemin U¢ kutbu da sol yari
dizlemdedir.

Eder K >1386 ise sl deki birinci siitundaki ilk eleman negatif
olur. llk sGtunda iki defa isaret degisimi gérindr ki kutuplardan
iki tanesi sag yan dizlemdedir ve sistem kararsizdir.

Eder K =1386 ise s! deki tim elemanlar 0 olur.

Polinomu olusturacak olursak: P(s)=18s> +1386

dP(s
Ve Turevi daP(s) =36s -
ds s 1 77
s2|i terimden sonra isaret
degisimi olmadidi igin cift §° 18 1386
polinomun iki kékl jw ekseni
Uzerindedir. s2 |i terimin Uzerinde 1
; oz L S B 36
isaret degisimi olmadigi icin diger
kok sol yar dizlemdedir. Sistem
- ok 1386
mariinal kararlidir.
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Example :
Find the range of gain, K, for the system of system below that will cause the system to
be stable, unstable, and marginally stable. Assume K> 0

R(s) + o E(s) K Cls)
s(s+T)s + 11) —
s 1 77
§ 18 K
K , 1386 — K
T(s)=— ; - ' 18
s +185"+T77s+ K
\‘ K
53 1 77 If K < 1386:
—All terms in the first column = positive.
o2 18 K =No sign changes
—The system has 3 poles in the left half-plane.
—STABLE |
I 1386 — K If K> 1386:
18 = Two signs change
=The system has 2 poles in the right half-plane.
o —0ne pole in the left half-plane.
g K —UNSTABLE | B
Abstract:
Let us summarize our definitions of stability for linear, time-invariant
systems.

Using the natural response:

1. A system is stable if the natural response approaches zero as time
approaches

infinity.

2. A system is unstable if the natural response approaches infinity as
time

approaches infinity.

3. A system is marginally stable if the natural response neither decays
nor grows but remains constant or oscillates.

Using the total response (BIBO):

1. A system is stable if every bounded input yields a bounded output.
2. A system is unstable if any bounded input yields an unbounded
output.
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Ozet

Lineer kapali dongl sistemlerin kararliliklari kutuplarinin s diizlemindeki
konumlari ile belirlenebilir. Eger kutuplardan herhangi biri sag-yari
dizlemde ise gegici rejim cevabli monoton olarak artar veya artan genlikle
osilasyonlu olusturur. Boyle sistemler kararsiz sistemler olarak adlandirilir.
Kararsiz sistemler, calistirildiginda ¢ikis zamanla artis gosterir. Eger herhangi
bir doyum fonksiyonu uygulanmadiysa veya mekaniksel sinirlandirma
getirilmediyse fiziksel sistem mekaniksel hasar gorebilir. Dolayisiyla kapal
dongi sistemlerinin kutuplarinin sagayri dizlemde olmasindan kaginihr.
Eger sistemin bitln kutuplari Jw ekseninin sol tarafinda yer aliyorsa her
tirll gegici rejim sonlimle denge noktasina ulasir.

Kararlilik sistemin kendi ozelligidir, sistem kararli veya kararsiz olsun sistem
giris fonksiyonundan bu 6zelligi bagimsizdir. Sistem girisi sistemin kararl eya
kararsiz olmasini etkileyemez ama ¢oziimde kendini gosterir. Matematiksel
olarak, jw ekseni Uzerindeki kutuplar osilasyona sebebiyet verirler ve bu
osilasyonlarin enlikleri zamanla ne artar ne de azalir. Pratikte, yani glrltalu
ortamda, glirtltiinliin seviyesine gore osilasyonun genligi artis gosterir.
Dolayisiyla, kontrol sistemi Jw ekseni lizerinde kutup icermemelidir.

Stability in State Space:
State-Space Representation to Transfer Function

Eigenvalues and Transfer Function Poles
The roots of det(sl - A) = 0 are the eigenvalues of the system matrix, A

The eigenvalues are equal to the poles of the system's transfer function.

Laplace Transform Solution of State Equations

X = AxBu —— T =3d_ce-A)'B+D
Laplace Transform (s)
¥(s)  [adjsI-A)
o1 = Claea=a P+
(sI-A)' = adj(s1 — A) _ Cadj(s1 - A)B + D det(sI - A)

det(sI — A detisI — A)

The values of the system's poles are equal to the eigenvalues of the system matrix,
A. We stated that the eigenvalues of the matrix A were solutions of the equation
det (S/ - A) = 0, which also yielded the poles of the transfer function.
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Eigen values (the poles of a system are the same as the eigenvalues of its state matrix)
The Equation is known as the characteristic equation of transformation, which is

also the characteristic equation of the matrix A. The characteristic equation has n
roots Ai, i = 1 to n, known as Eigen values and corresponding to each root,

det WI—A)= | AL-A | =0

0 1
Example : consider the matrix A given by A= [_ 6 — Sjl
(nI—=A) becomes [h 0} ) [ 0 1} ) [k ~ 1}
The characteristic equation is found to be 0 A -6 -5 6 A+5

| AL-A | =AM+ 2)A+3)=0 A,=—2and A, =—3

The poles of the system are the roots of the characteristic equation det
[sl— A] = O., and its roots the eigenvalues of A. Thus,.

1 adj(sl — A)
(1= A" = Get(s1— A

PROBLEM: Given the system:
find out how many poles are in the left half-plane, in the right half-plane, and on the

Jjw-axis. 0 3 1 10
X= 2 8 lix+| 0|u y=[1 0 0)x
-10 -5 -2 0
s 00 0 3 1 s -3 -1
(sI-A)= [0 s 0 — 2 8 1|=]-2 s-8 -1
0 0 s -10 -5 -2 10 5 542
_ _ _E&el . If det(sl — A), a polynomialin s,
dﬁt(&[ A) - 33 6'5 Ts 52 cannot be factored easily, we can
Using this polynomial, form the Routh table _apply the Routh-Hurwitz c.”tenon to
it to evaluate how many eigenvalues
o i _7 are in each region of the s-plane.
5 —F =3 ~52 -26
5! 7@ -1 a0
3
s -26

Since there is one sign change in the first column, the system has one righthalf-
plane pole and two left-half-plane poles. It is therefore unstable.
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