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Frekans cevabi analizi 1930 ve 1940 | yillarda Nyquist ve
Bode tarafindan gelistirilmistir ve 1948 de Evans
tarafindan gelistirilen kok yer egrilerinden oncedir.

Frekans metodunun zaman tanim araligindaki
metodalara gore belirgin avantajlar vardir:

1) Fiziksel datalardan transfer fonksiyonunun
modellenmesi

2) Faz ilerletici kompansator tasarlarken kararlh hal
hatasinin ve gecici cevap sartlarinin karsilanmasi

3) Lineer olmayan sistemlerin kararlhihginin
bulunmasinda

4) Kok yer egrisi cizimindeki belirsizliklere karsi
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HP 35670A Dinamik Sinyal Analizoru fiziksel sistemden frekans
Cevabi bilgilerini toplar.Elde edilen bilgi analizde, tasarimda veya
Sistemin matematiksel modelinin elde edilmesinde kullanilabilir.

Kontrol Sistemleri Tasarimi 3
Prof.Dr.Galip Cansever




Kararli halde, lineer bir sisteme sinusoidal bir giris uygulandiginda
sistem ayni frekansta bir sintoidal Uretir. Bu cikis cevabi giris ile
ayni frekansta olmasiyla beraber genlik ve faz acisi ile giristen
farklilasir. Bu farkliliklar frekansin fonksiyonudur.

M., Cos (ot + ¢1) M., Z@, e gosterilir.

—™ x(¢) =M, cos(@+¢,)

Spring

0000

Mass > f(t) = M; cos(wt+ ¢;)

Viscous damper

Sistemini inceleyelim
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Sistemin girisi f(t) sinusoidali ise kararl hal cikis fonksiyonu

ayni frekansta olan x(t)dir.

M; (@) £ ¢ ;(w) M (W) £ ¢, (w)
> MZo) -
ff 9 X it)

.. Kontrol Sistemleri Tasarimi
Girig Prof.Dr.Galip Cansever




Kararli hal cikis sintisoidali:

M, (@) Z ¢ (@) = M, (@)M (@) Z[4 (@) + $(@)]
M 0 (a))

M (w) = M. (o)

Sistemin fazi ise:

p(0) = ¢o(0)~ ¢ (@)

Kontrol Sistemleri Tasarimi 6
Prof.Dr.Galip Cansever




As + Bw

C
32 + (92 . G(S) (S) .

R(s) =

Giris Fonksiyonu:

r(t) = ACoswt + BSInwt
r(t) = \/A2 + B*Cos(wt — tanl(%))

., B
M, =VA?+B2 4 =—tan ()
A- jB M,e’?
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As+ Bw
C(s)=———"G(s)
S +w

Zorlanmis Cozum ile Dogal Cozumu kesirlere ayirma yontemi ile
elde edebiliriz.

3 AsS+ Bw
(s+ Jo)(s— |o)

G(s)

_ K . K,
5+ o) (s- o)
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MiMs o-igrae) MiMe g
.2 .
(s+ Jw) (s— o)

Ters Laplas alindiginda,

e—j(wt+¢.+¢e) ej(wt+¢i+¢e)
C(t) =M i M G ( 5 )

c(t)=M.M_.Cos(at+ ¢ + @)
Mol% — Mi4¢iMGZ¢G
G(Jw) =M Z¢; G(jw)=G(s)
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Frekans Cevabinin Cizilmesi
Bir G(s) sisteminin frekans yaniti bir iki sekilde cizilebilir:

1) Genlik ve fazin frekansin bir fonksiyonu cinsinden
ayri ayri cizilmesi

2) Kutupsal olarak genlik ve fazorun ayni egri
Uzerinde cizilmesi

Srnek- G(S) _ 1 Sistemini analitik olarak ifade
' — sS4 2 ediniz, frekans yanitini genlik ve
fadzoru ayri ayri egriler olarak
ve ayni egri olarak ciziniz.

S=jw Icin
. 1 . 2— |Jw
G(|w) = G(|w) =
(Jo) jo+2 (Jo) o’ +4
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1
\/a)2+4

Bu sistemin genligi: ‘G(]a))‘ _M (a)) _

G(w)’nin fazi ise: ¢(a)) = = tan B (g)

Bode egrilerinde genelde genlik desibel(dB) cinsinden ifade
edilir. Bir M kazancinin desibel degeri 20log(M) dir.

Ayrica hem kazan¢ hemde frekans eksenleri logaritmiktir.

Dolayisiyla Bode egrimizde genlik ;

20log M (@) = 20109 . , logw
Vol +4
Acl ise; Eksen takimiyla cizilir.
¢(a)) = —tan (= ) log w
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Im G

Genlik ile aci kutupsal olarak cizildiginde ise

—0.05

—0.10

—0.15

—0.20

-0.25

M (w) £ (@) =

/—tan (%)
\/a)2+4 2

Re G
o= o=

P I I I I I I I I I + OI/S

cor/s 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0.11/s

0.2 1/s
0.31/s

0.4 1/s
0.5 /s

Note: r/s =rad/s
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Logaritmik Cizimin Avantajlari

»Elle hizlica cizmek mumkdin

»Genlik ve frekans icin ¢cok genis sinirlar kolayca
gosterilebilir

»Cok karmasik transfer fonksiyonlari kolayca cizilebilir ve
carpim veya bolium halinde olan terimler basitce grafiksel
toplama ve cikarma ile daha kolay anlasilabilir.

»Rakam katlandikca dB degeri 6dB artar.
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Asimptotik Yaklasimlar: Bode Egrileri

Logaritimik genlik ve faz frekans egrilerinin logaritmik
acisal hiza gore cizimleri duz cizgilerin toplami yaklasimi
Ile basitlestirilebilir.

_ K(s+2z)(s+2,)....(S+Z
S"(S+ P)(S+ Py).ee(S+ Py)

Sistemini dikkate alalim. Bu sistemin genlik frekans cevabi
her bir terim genlik frekans cevaplarinin carpimidir.

K|(s+2z)[(5+2,)]..... (s + 2,,)
(s+p)|(s+ Po))-orn(S+ P,)

Eger herbir kutup ve sifirin genlik cevabini biliyorsak toplam
genlik cevabini bulabiliriz.

G(jo)|=

5"

S— jw
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Logaritmik olarak calisirsak toplam genlik ifadesini elde etmemiz
kolaylasir. Zira paydaki(sifirlar) carpimlar toplanacak, paydadaki
carpimlar ise cikartilacak. Desibel olarak yazacak olursak:

20109/G( jw)| = 20logK +20log(s+z,)|+ 20log (s + Z,)| +-.....

—20Iog‘(sm) —20log(s+ pl)\—....{

S—jw

Eger her bir terimi biliyorsak cebrik toplamlari ile sonucu kolayca
elde edebiliriz. Ayrica her bir terimin diz cizgi yaklasimini
biliyorsak bu duz cizgilerin toplanip cikartilmasi ile grafik kolayca
cizilebilir.
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G(s)=(s+a)’nin Bode Cizimi
G(Jo)=(Jo+a)=a(l+ Jg)
Diisuik frekanslarda, G(jw)~a olur.

Desibel cinsinden genlik: 20log M=20log a

M =|G(jw)| ve sabittir.
Yuksek frekanslarda, w >>a

G(jw)=(jw+a)=a(j§)
G(jw) = a(§)4900 — 0./90°

Kontrol Sistemleri Tasarimi
Prof.Dr.Galip Cansever

17




Desibel cinsinden genlik: 20log M=20log a
20log M :20Ioga+20IogQ =20log @
a

(a<w=<x)

Eger dB veya 20log M’yi20log w’ya gore cizicek olursak,
yukaridaki denklem dogru denklemi olur:

y=20x
Egrinin egimi 20 dir.
Her katlayan frekans 20log w ve 6db artmasina sebep

olur ve egri 6dB/oktav’lik egim ile artar.Burada oktav
frekansin katlayanidir,2,4,8,16,32....
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DUz egri yaklasimina asimptot denir. DUsuk frekans yaklasimina
dusuk frekans asimptotu, yuksek frekans yaklasimina yuksek
frekans asimptotu denir. a frekansina da kose frekansi denir.

42 +20 loga
36 +20 loga
30 +20 loga
24+ 20 loga
18 +20 loga
12+20 loga
6120 loga

20 loga

(s+a)’nin Bode Genlik Egrisi

J///
/ﬂ"
vl
/ -
//
//

Slope = 6 dB/octave

=20 dB/decade
0.01a 0.1a a 10a 100a

Frequency (rad/s)




Faz cevabini inceleyecek olursak:

G(jw)=<jw+a)=a(1+j§>

Ifadesine gore kose frekansinda(w=a) aci 45° olmalidir.

(G(Jo)=a+a))

Dusuk frekanslarda G(jw)~a

Ifadesine gore aci O° olmalidir.
Yuksek frekanslarda G(ja)) — a(ﬁ)4900 — w.”90°
a

Ifadesine gore aci 90° olmaldir.
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Phase (degrees)

L 'S e S e o R N o
[T & T - T 8 . T < S 4 o TR e

(s+a)’nin Bode Faz Egrisi
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20 log(M/a)

14

12

10

/7

~ Asymptotic

approximation

i

1
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a
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Phase (degrees)
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a
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G(s)=1/(s+a)’nin Bode Cizimi

1

1

G (s) =

G+a) as oy

Bu transfer fonksiyonu 20log(1/a) disuk frekans asimptotuna

sahiptir.

Bode egrisi kdse frekansi, a (rad/s) 'ya ulasincaya kadar
sabittir. Yuksek frekanslarda:

G(s) =

S— jw

1
1 _
-— ~2 900 =L /g
a(—) @ @
a a
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dB olarak,
1

20 log M = 20 log — - 20 log € - 20 log
a a

G(s)=s’Iin Bode Cizimi

G(s)=s sadece yuksek frekans asimptotuna sahiptir. s=jw, 20log
w genligindedir. BOylece Bode egrisi +6dB/oktav(20dB/dekad)
lik egimli ve w=1'de OdB den gecen bir dogrudur. Fazi ise sabit
+900° dir

G(s)=1/s’in Bode Cizimi

G(s)=1/s Bode egrisi -6dB/oktav(20dB/dekad) lik egimli ve
w=1'de OdB den gecen bir dogrudur. Fazi ise sabit -90° dir
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20 log M

Phase (degrees)

G(s)=s

40 o
20 | G(s) =s ||| et
0 L e
—20 L T +6 dB/octave =
40 = +2|O|d|]?/|c|lﬁ|cad|e
0.01 0.1 1 10 100
Frequency (rad/s)
90
45
0
—45 |+ G(S) — S
—90
0.01 0.1 1 10 100
Frequency (rad/s)
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G(s)=1/s

R
40 [ —6 dB/octave =
28 — L[] =20 dB/decade
. ) ==
20 G =75 T —
—40 i
0.01 0.1 1 10 100
Frequency (rad/s)
90 |-~y _ 1
45 O =5
0
—45
—90
0.01 0.1 1 10 100

Frequency (rad/s)
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20 log(M/a)

Phase (degrees)

40 L]
20 - G(s) = (s + @) SR
0 —
—20 +6 dB/octave =
- 172|(|)| |C|I|B/d|ec|a(|jﬁ
0.01 0.1 1 10 100

Frequency (rad/s)
a

90 il
45 - G(s)=(s +a) | L —"
0 ~—T+45°/decade
—45
—90
0.01 0.1 1 10 100

Frequency (rad/s)
a
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20 log Ma

Phase (degrees)

B | I T T T !
38 - G(s) = L) —6 dB/octave =
0 — —20 dB/decade
-20 o~
—40 o
0.01 0.1 1 10 100
Frequency (rad/s)
a
90 B | | : Il I!
G(s) =
st O==
—45 M 1 —45°/decade
—90 i
0.01 0.1 1 10 100
Frequency (rad/s)
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Ornek: K(S+3)

R(s) + E(s) Cis)  G(s) =
—*%9—' Gs) - GO s(s+1)(s+2)

Bode egrisini ¢iziniz?

Ik olarak kose frekanslari:-1, -2, -3.

Genlik egrisi en kucluk kose frekansindan 1 dekad once baslamali
ve en yuksek kodse frekansindan 1 dekad sonrasina kadar devam
etmelidir.

Oyleyse 0.1 rad ile 100 rad arasi uygun bir secimdir.

w=0.1 degeri butun (s+a) ifadeleri icin dugsuk frekanstir(s=0)
boylece 3K

G(j0.1) = DO — 15K

K genlik egrisini yukari veya asagi kaydir
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3 2+ 1) T
20 P——— 25 (3 =
T~ | —""120 dB/dec (6 dB/oct)
0 nE T 1
S
20 e (5* 1)-
(sT1) =
40 =20 dB/dec (-6 dB/oct)_|_ T~
—6()
—8§()
0.1 | 10 100
Frequency (rad/s)
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20 log M

40

-20 dB/dec (-6 dB/oct)
20 4*\__5__ AN ~40 dB/dec (-12 dB/oct)
"‘"--.._______ a
0 :*i/j ~60 dB/dec (18 dBJoct)
0 L4 - 40 dBldec (-12dBloct
\,\.\ N
—4 q
0 \ \\
-60) _\\\\\\
‘nhk
-80)
0.1 10 100
Frequency (rad/s)
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Bode egrisi w=0.1 degerinde, 20log15=23.52dB degeri ile
basliyor. Paydadaki s teriminden dolaylr hemen -6dB/oktav’lik
egimle dususe geciyor. w=1 degerinde, (s+1)terimi bir -
6dB/oktav’lik egim daha ekiliyor ve egri toplam -12dB/oktav’lik
egim ile duststne devam ediyor. Daha sonra w=2 degerinde,
(s+2)terimi bir -6dB/oktav’lik egim daha ekiliyor ve egri toplam

-18dB/oktav’lik egime sahip oluyor. w=3 degerinde, (s+3)terimi
bir 6dB/oktav’lik pozitif egim ekliyor ve egrinin toplam egimi -
12dB/oktav oluyor ve bundan sonra baska kose frekansi olmadigi
Icin egri bu egimle devam eder.

Bode faz egriside benzer sekilde elde edilebilir, kdse frekansinin
1 dekad oncesi ve 1 dekad sonrasinda kirilmalarin olmasi biraz
daha dikkat gerektirir.
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Phase (degrees)
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Phase (degrees)

I
OO
f—

-135
-180) ¥ e

=00"/dec /
=225 \v
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G(s)=s?+2lw . s+ w,” ‘in Bode Cizimi

Ikinci derece sistemlerin Bode egrilerinin ¢izimlerini
Inceleyeceqiz.

G(s)=s*+2{w S+ m°

Birinci derece sistemlerin aksine ikinci derece sistemlerde
¢’nin bazi degerleri icin gercek frekans cevabi ile asimptotik

yaklasimdaki frekans cevabi arasindaki fark ihmal
edilebilecek seviyeden buyuk olabilir.

Duslk frekanslarda,

G(S)~w, =w°/0°

Dusuk frekanslarda genlik ise,
20logM = 2010g|G(jw)|=20log @,
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Yuksek frekanslarda,

G(s) = s°
G(jow) = -0° =w°£180°

Yuksek frekanslarda genlik ise,

20logM = 201l0g/G( jw)| = 20log »® = 40log @
(Egim 40dB/oktav yada 40dB/dekad)
Dikkat edilecek olursa w=w, iken dusuk ve yuksek frekans

asimptotlari aynidir. Dolayisiyla w, ikinci derece sistemin
kose frekansidir.
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Faz’i ise dusuk frekanslarda O derece, yuksek frekanslarda ise
180 derecedir. Dogal frekansta aci:

G(jw)=5s"+ 2§@n3+60n2 = (a)n2 ~0°)+ j2low
S—jw

. - 2
W= W, IGIN SoNue JZ.{,’a)n oldugundan dogal frekanstaki aci 90°.
Dolayisiyla O.1w,, ile 10w, arasinda ac¢i 90°/dekad ile yukselir.

G(s)= w,2/(s?+2{w, s+ w, 2) ‘in Bode Cizimi

Genlik egrisi dogal frekansta kirilir ve -12dB/oktav (40dB/dekad)

ik egim ile azalir. Faz dusuk frekanslarda O derecedir ve O.1w,, ile
10w, arasinda ag¢l -90°/dekad aci ile azalir ve 10w,,’den sonra

-180 decede kalir.
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(52 + 2{wnS + w?)

50

40

‘nin degisen ¢ degerleri icin Bode Genlik Egrileri

=1.5
High-frequency —{ |
1.0, asymptote
0.7, //
Low-frequency L
asymptote
. )(3/4
>(/
rd
RN/
| 10
w/o,
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(5% + 2lwpS + w?) ‘nin

degisen C degerleri icin Bode Faz Egrileri

180
| [
= e N <= Sy
0 " e
L™ ull r |yt~ /'
.
e ra
140 7///
120 L7
%) 100
Z
% 80
= Asymptote ————~7
/ >
60 717
40 //:////
o
20 /////,//'/
Zé{:ﬁ/
0
0.1 | 10
wlw,
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’If(s2 + 2{w,S + w?) ‘nin degisen ¢ degerleri icin Bode Genlik Egrileri
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| |
Low-frequency

asymptote
/
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/ f
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’If(s2 + 2{w,S + w?) ‘nin degisen ¢ degerleri icin Bode Faz Egrileri

0
e —— [
20 \w:i\\ib\:?\?’// o
SN
N \\“Si\ Lo
\ 0.7

60 \\ N \)Kiig/ 10
. AN
@ \g\\ /1.5
L —80 \‘&\
%" N
i% —100 «———Asymptote
Ay

—120 BN

§ \
140 \\\\\\\§\
RN
~160 \\\\\\k\\\\ \\._____‘_
O S eSSE
—180

0.1 1
w/w,

w
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O k: s) + s S
mek: ko ¢ B | o Cs)_ G(s)z( 2)((32+3; =
% S+2)(s* +2s5+

Bode egrisini ¢iziniz?

G(s)’'nin dusuk frekans degeri s=0 alinarak 3/50 yada 24.44dB
olarak bulunur. Bode egrisi bu deger ile baslar ve ilk kose frekansi -2
ye kadar bu deger ile devam eder. —2 deki kutup -20dB/dekad lik
bir egimle bir sonraki kose frekansi -3’e kadar devam eder. -3 deki
sifir, +20dB/dekad’lik bir pozitif egim olusturur ki net egim bu
noktadan sonra O olur. 5 rad/s’de ise ikinci derece terim devreye
girer ve +40dB/dekad’lik bir pozitif egim olusturarak sonsuza kadar
devam eder.
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20 log M
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Frequency (rad/s)
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20 log M
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